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΄Ασκηση 1.

Το διάγραµµα πιθανοτήτων µετάβασης για ένα τριαδικό κανάλι επικοινωνίας ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
Υποθέστε ότι τα σύµβολα 0, 1 και 2 στέλνονται µε πιθανότητες 1/2, 1/4 και 1/4 αντίστοιχα.

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα πιθανοτήτων µεταβάσεων

(α) Βρείτε τις πιθανότητες λήψης συµβόλων.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι λαµβάνεται 1, ϐρείτε τις πιθανότητες να εστάλη 0, 1 ή 2.
Να απαντήσετε συναρτήσει του όρου ε (πιθανότητα λάθους).

Λύση.

(α) ΄Εστω Ai το γεγονός ότι εστάλη i και Bi το γεγονός ότι ελήφθη i. Χρησιµοποιώντας
τον νόµο της ολικής πιθανότητας και της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε:

P (B0) = P (B0|A0)P (A0) + P (B0|A2)P (A2)
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΄Οπως ήταν αναµενόµενο το άθροισµα των πιθανοτήτων των γεγονότων Bi είναι 1.
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(ϐ)

P (A0|B1) =
P (A0, B1)

P (B1)

=
P (B1, A0)

P (B1)

=
P (B1|A0)P (A0)

P (B1)

=
1
2ε

1
2ε+

1
4(1− ε)

=
2ε

1 + ε

P (A1|B1) =
P (A1, B1)

P (B1)

=
P (B1, A1)

P (B1)

=
P (B1|A1)P (A1)

P (B1)

=
1
4(1− ε)

1
2ε+

1
4(1− ε)

=
1− ε
1 + ε

P (A2|B1) = 0

Μπορείτε να παρατηρήσετε ότι το άθροισµα των δεσµευµένων πιθανοτήτων είναι 1.

΄Ασκηση 2. Μία µαγνητική ταινία η οποία περιέχει πληροφορία σε ψηφιακή µορφή έχει αλλοιωθεί.
Προσπαθείτε να ανακτήσετε όσο το δυνατόν περισσότερα bits πληροφορίας. Προφανώς γνωρίζετε
ότι αυτό που διαβάζετε πιθανώς είναι λάθος. Γνωρίζετε ότι αν υπήρχε ένα 0, η πιθανότητα να το
διαβάσετε σωστά είναι 0.9. Επίσης, η πιθανότητα σωστής ανάγνωσης ενός 1 είναι 0.85. Κάθε bit
στην ταινία είναι 0 ή 1 µε την ίδια πιθανότητα. ∆εδοµένου ότι διαβάζετε 1 για κάποιο bit, ποια η
πιθανότητα ότι το έχετε διαβάσει σωστά ;

Λύση.

΄Εστω A0 το ενδεχόµενο ότι διαβάζω το bit 0, έστω A1 το ενδεχόµενο ότι διαβάζω το bit 1, έστω
B0 το ενδεχόµενο ότι το bit που διαβάζω είναι πράγµατι 0 και έστω B1 το ενδεχόµενο ότι το
bit που διαβάζω είναι πράγµατι 1. Οπότε, ισχύουν οι εξής πιθανότητες : P (A0|B0) = 0.9,
P (A1|B1) = 0.85, P (A1|B0) = 1− P (A0|B0) = 1− 0.9 = 0.1, P (B0) = P (B1) = 1/2.
Θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα P (B1|A1). Από τον κανόνα του Bayes ϑα ισχύει :

P (B1|A1) =
P (B1)P (A1|B1)

P (B1)P (A1|B1) + P (B0)P (A1|B0)

=
1
20.85

1
20.85 +

1
20.1

∼= 0.895
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΄Ασκηση 3. Σε µία γραπτή εξέταση επιλογής ορθών απαντήσεων (multiple-choice test), ο ϕοιτητής
είτε γνωρίζει την απάντηση είτε µαντεύει. ΄Εστω p η πιθανότητα ότι ο ϕοιτητής γνωρίζει την απάντηση
και 1− p η πιθανότητα ότι ο ϕοιτητής µαντεύει. Υποθέτουµε ότι όταν ο ϕοιτητής µαντεύει, επιλέγει
τη σωστή απάντηση µε πιθανότητα 1/m, όπου m είναι ο αριθµός των επιλογών για κάθε ερώτηση.
Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα ότι ο ϕοιτητής γνώριζε την απάντηση σε µία ερώτηση, δεδοµένου ότι
απάντησε σωστά· Υπολογίστε την πιθανότητα όταν m = 5 και p = 1/2.

Λύση. ΄Εστω C το γεγονός ότι ο µαθητής απαντάει την ερώτηση σωστά και K το γεγονός ότι ο
µαθητής πράγµατι ξέρει την απάντηση. Τώρα ϑα έχουµε:

P (K|C) =
P (C|K)P (K)

P (C)

=
P (C|K)P (K)

P (C|K)P (K) + P (C|Kc)P (Kc)

=
p

p+ (1/m) (1− p)

=
mp

1 + (m− 1) p

Η παραπάνω πιθανότητα για m = 5 και p = 1/2 ϑα ισούται µε :

P (K|C) =
mp

1 + (m− 1) p

=
5 · 1/2

1 + (5− 1) · 1/2

=
5

6
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΄Ασκηση 4. Στην κουζίνα του σπιτιού σας, ϐάζετε τα 12 πιρούνια σας στο αριστερό συρτάρι ενώ
τοποθετείτε τα 12 µαχαίρια σας στο δεξί. Ο συγκάτοικός σας (που δεν συµφωνεί µε την απόλυτη
τάξη που προσπαθείτε να του επιβάλλετε), παίρνει τρία πιρούνια από το αριστερό συρτάρι και τα
ϱίχνει στο δεξί. Κατόπιν, παίρνει στην τύχη ένα κοµµάτι (πιρούνι ή µαχαίρι) από το δεξί συρτάρι
και το ϱίχνει στο αριστερό.

Μετά από αυτή την πράξη εξέγερσης του συγκάτοικου σας, έρχεστε και επιλέγετε στην τύχη ένα
κοµµάτι από ένα τυχαίο συρτάρι. ∆εδοµένου ότι κρατάτε στο χέρι σας ένα µαχαίρι, ποια η πιθανό-
τητα ότι ανοίξατε το αριστερό συρτάρι·

Υπόδειξη : Αρχικά κωδικοποιείστε τις καταστάσεις στα δύο συρτάρια ως εξής. Για το αριστερό :
(12F, 0K), ενώ για το δεξί : (0F, 12K). Από αυτή την αρχική διάταξη (ϱίζα του δένδρου), σχηµατίστε
το δένδρο για το πρόβληµα. Αφού το κάνετε, η λύση ϐασίζεται σε απλές εφαρµογές του ϑεωρήµατος
ολικής πιθανότητας και του κανόνα του Bayes.

Λύση

Αρχικά 12 πιρούνια και κανένα µαχαίρι ϐρίσκονται στο αριστερό συρτάρι, το οποίο
κωδικοποιείται ως (12F, 0K). Οµοίως, για το δεξί συρτάρι έχουµε (0F, 12K). Αφού ο
συγκάτοικός σας πάρει 3 πιρούνια από το αριστερό συρτάρι και τα τοποθετήσει στο δεξί, η
κατάσταση του αριστερού συρταριού είναι (9F, 0K), ενώ για το δεξι (3F, 12K). Για το δεξί
συρτάρι η πιθανότητα να επιλέξει ένα πιρούνι είναι ίση µε 3/15 = 1/5 και η πιθανότητα να
επιλέξει ένα µαχαίρι ίση µε 12/15 = 4/5.

Από αυτή την κατάσταση, το σύστηµα µπορεί να εξελιχθεί σε δύο δυνατούς τρόπους (ϐλέπε
σχήµα 2). Θα ονοµάσουµε τις καταστάσεις αυτές C1 και C2. Η κατάσταση C1 αναφέρεται
στο γεγονός ότι ένα πιρούνι µεταφέρθηκε από το δεξί συρτάρι στο αριστερό, αφήνοντας τα
συρτάρια στις εξής καταστάσεις (10F, 0K) και (2F, 12K), ενώ η κατάσταση C2 αναφέρεται
στο γεγονός ότι ένα µαχαίρι µεταφέρθηκε από το δεξί συρτάρι στο αριστερό, αφήνοντας τα
συρτάρια στις εξής καταστάσεις (9F, 1K) και (3F, 11K). Συνεπώς P (C1) = 1/5 και
P (C2) = 4/5. Από τον κανόνα του Bayes έχουµε:

P (αριστερό συρτάρι|µαχαίρι επιλέχθηκε) = P (µαχαίρι επιλέχθηκε|αριστερό συρτάρι)P (αριστερό συρτάρι)
P (µαχαίρι επιλέχθηκε)

=
P (µαχαίρι επιλ.|αριστερό συρτ.)P (αριστερό συρτ.)

P (µαχαίρι επιλ.|αριστερό συρτ.)P (αριστερό συρτ.) + P (µαχαίρι επιλ.|δεξί συρτ.)P (δεξί συρτ.)
Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :

P (µαχαίρι|αριστερό συρτάρι) = P (µαχαίρι|C1,αριστερό συρτάρι)P (C1)

+ P (µαχαίρι|C2,αριστερό συρτάρι)P (C2)

= 0× 1

5
+

1

10
× 4

5

=
2

25

Οµοίως :

P (µαχαίρι|δεξί συρτάρι) = P (µαχαίρι|C1, δεξί συρτάρι)P (C1)

+ P (µαχαίρι|C2, δεξί συρτάρι)P (C2)

=
12

14
× 1

5
+

11

14
× 4

5

=
4

5
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Σχήµα 2: Το δενδρικό διάγραµµα της άσκησης 4.

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα Bayes έχουµε:

P (αριστερό συρτάρι|µαχαίρι) =
P (µαχαίρι επιλέχθηκε|αριστερό αυρτάρι)P (αριστερό συρτάρι)

P (µαχαίρι επιλέχθηκε)

=
2/25× 1/2

2/25× 1/2 + 4/5× 1/2

=
1

11
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΄Ασκηση 5. Πριν ϕύγει για τη δουλειά του ο Νίκος ελέγχει το δελτίο καιρού στην τηλεόραση για να
αποφασίσει αν ϑα πάρει µαζί του οµπρέλα ή όχι. ΄Οταν το δελτίο λέει ότι ϑα ϐρέξει, η πιθανότητα
όντως να ϐρέξει είναι 80%. Από την άλλη, όταν το δελτίο λέει ότι δεν ϑα ϐρέξει, η πιθανότητα να
ϐρέξει είναι 10%. Κατά τη διάρκεια του χειµώνα το δελτίο λέει ¨βροχή¨ 7 στις 10 µέρες, ενώ κατά
τη διάρκεια του καλοκαιριού, το δελτίο λέει ¨βροχή¨ 2 στις 10 µέρες.

(α) Μία µέρα που ο Νίκος δεν κοίταξε το δελτίο, έβρεξε. Ποια είναι η πιθανότητα ότι το δελτίο είπε
¨βροχή¨ αν ήταν µία µέρα του χειµώνα· Ποια είναι η πιθανότητα ότι το δελτίο είπε ¨βροχή¨ αν ήταν
µία µέρα του καλοκαιριού·

(ϐ) Η πιθανότητα να µην κοιτάξει το δελτίο ο Νίκος είναι 0.2 για οποιαδήποτε ηµέρα του χρόνου.
΄Οταν χάνει το δελτίο, ο Νίκος ϱίχνει ένα δίκαιο κέρµα για να αποφασίσει αν ϑα πάρει οµπρέλα µαζί
του. Τις µέρες που ϐλέπει το δελτίο, παίρνει πάντα µαζί του την οµπρέλα αν το δελτίο πει ¨βροχή¨,
και δεν την παίρνει ποτέ αν το δελτίο πει ΅οχι ϐροχή¨. Είναι τα γεγονότα ¨ο Νίκος παίρνει την οµ-
πρέλα¨ και ¨το δελτίο λέει όχι ϐροχή¨ ανεξάρτητα µεταξύ τους· Εξαρτάται η απάντηση από την εποχή·

(γ) Ο Νίκος κρατά την οµπρέλα του και δεν ϐρέχει. ∆εδοµένου ότι ισχύουν οι συνθήκες στο (ϐ), ποια
είναι η πιθανότητα ότι ο Νίκος είδε το δελτίο·

Βοήθεια : Χρησιµοποιείστε δένδρα, δεσµευµένες πιθανότητες και τον κανόνα του Bayes.

Λύση.

(α) Η δενδρική αναπαράσταση ϕαίνεται στο σχήµα 3. ΄Εστω A το γεγονός ότι υπήρξε Πρόβλεψη

Σχήµα 3: ∆ενδρική αναπαράσταση Ϲητήµατος (α)

για ϐροχή. ΄Εστω B το γεγονός ότι έβρεξε. ΄Εστω p η πιθανότητα ότι η πρόβλεψη είναι για
ϐροχή. Αν έχουµε χειµώνα, τότε είναι p = 0.7, οπότε ϑα έχουµε ότι :

P (A | B) =
P (B | A) · P (A)

P (B)
=
P (B | A) · p

P (B)
=

0.8 · p
0.8 · p+ 0.1 · (1− p)

=
0.8 · 0.7

0.8 · 0.7 + 0.1 · 0.3
=

56

59
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Αν έχουµε καλοκαίρι, τότε είναι p = 0.2, οπότε ϑα έχουµε ότι :

P (A | B) =
P (B | A) · P (A)

P (B)
=
P (B | A) · p

P (B)
=

0.8 · p
0.8 · p+ 0.1 · (1− p)

=
0.8 · 0.2

0.8 · 0.2 + 0.1 · 0.8
=

2

3

(ϐ) ΄Εστω C το γεγονός ότι ο Νίκος κρατάει οµπρέλα και D το γεγονός ότι υπάρχει Πρόβλεψη για
µη ϐροχή. Το δενδρικό διάγραµµα σε αυτή την περίπτωση ϕαίνεται στο σχήµα 4. ΄Εχουµε

Σχήµα 4: ∆ενδρική αναπαράσταση Ϲητήµατος (ϐ)

ότι :

P (D) = 1− p
P (C) = 0.8 · p+ 0.2 · 0.5 = 0.8 · p+ 0.1

P (C | D) = 0.8 · 0 + 0.2 · 0.5 = 0.1

Εποµένως, ϑα ισχύει P (C) = P (C | D) αν και µόνο αν p = 0. ΄Οµως, το p µπορεί να είναι
είτε 0.7 είτε 0.2. Συνεπώς, τα γεγονότα C και D δεν ϑα είναι ποτέ ανεξάρτητα, όποια και αν
είναι η εποχή.
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(γ) Η πιθανότητα να ϐρέχει αν ο Νίκος έχασε τη πρόβλεψη ϑα ισούται µε :

P (ϐρέχει | έχασε τη πρόβλεψη) = 0.8 · p+ 0.1 · (1− p) = 0.8 · p+ 0.1− 0.1 · p = 0.1 + 0.7 · p

Επεκτείνουµε το δενδρικό διάγραµµα της εικόνας 2 (που αντιστοιχεί στο (ϐ) µέρος της
άσκησης) στο δενδρικό διάγραµµα του σχήµατος 5. Εποµένως, δεδοµένου ότι ο Νίκος

Σχήµα 5: ∆ενδρική αναπαράσταση Ϲητήµατος (γ)

κρατάει οµπρέλα και ότι δεν ϐρέχει, εξετάζουµε τις 2 υπογραµµισµένες περιπτώσεις της
εικόνας 3 και έχουµε:
P = P (είδε πρόβλεψη | οµπρέλα ∩ δεν ϐρέχει) = P (είδε πρόβλεψη)P (οµπρέλα∩δεν ϐρέχει)

P (οµπρέλα∩δεν ϐρέχει) =
0.8·p·0.2

0.8·p·0.2+0.2·0.5·(0.9−0.7·p)

Αν έχουµε ϕθινόπωρο ή χειµώνα, είναι p = 0.7, οπότε ϑα έχουµε P =
112

153

Αν έχουµε άνοιξη ή καλοκαίρι, είναι p = 0.2, οπότε ϑα έχουµε P =
8

27
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΄Ασκηση 6. ΄Εστω A, B και C τρία ανεξάρτητα ενδεχόµενα. ∆είξτε ότι τα ενδεχόµενα A και B ∪ C
είναι επίσης ανεξάρτητα.

Λύση.

Θα δείξουµε ότι P (A ∩ (B ∪ C)) = P (A)P (B ∪ C), το οποίο συνεπάγεται την ανεξαρτησία
των A και B ∪ C .
Αρχικά σηµειώστε ότι A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).
Οπότε ϑα έχουµε:

P (A ∩ (B ∪ C)) = P ((A ∩B) ∪ (A ∩ C))
= P (A ∩B) + P (A ∩ C)− P (A ∩B ∩ C)
= P (A)P (B) + P (A)P (C)− P (A)P (B)P (C)

= P (A) (P (B) + P (C)− P (B)P (C))

= P (A) (P (B) + P (C)− P (B ∩ C))
= P (A)P (B ∪ C)


