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Φροντιστήριο 2
Επιµέλεια : Κατερίνα Καραγιαννάκη

΄Ασκηση 1. Μία κότα ϑέλει να διασχίσει το δρόµο αλλά ϕοβάται ότι ϑα την πατήσουν τα αυτοκίνητα.
Ρίχνει ένα δίκαιο κέρµα για να αποφασίσει. Αν ϕέρει γράµµατα, δεν διασχίζει το δρόµο. Αν ϕέρει
κεφαλή, επειδή είναι πολύ ϕοβισµένη, αποφασίζει να ϱίξει το κέρµα άλλες 2 ϕορές. Αν οι επόµενες
2 ϱίψεις ϕέρουν και οι δύο κεφαλή, τότε ϑα διασχίσει το δρόµο. Αν όχι, ϑα µέινει ακίνητη στην
άκρη του δρόµου.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι η κότα δε ϑα διασχίσει τον δρόµο.

(ϐ) Με δεδοµένο ότι η κότα δεν διασχίζει τον δρόµο, υπολογίστε την πιθανότητα ότι η πρώτη ϱίψη
του κέρµατος έφερε γράµµατα.

(γ) Με δεδοµένο ότι η κότα δεν διασχίζει τον δρόµο, υπολογίστε την πιθανότητα ότι η πρώτη ϱίψη
του κέρµατος έφερε κεφαλή.

Λύση.

(α) Για i = 1, 2, 3 ορίζουµε τα γεγονότα
Hi = {η i-στή ϱίψη ϕέρνει κεφαλή}
Ti = {η i-στή ϱίψη ϕέρνει γράµµατα}
D = {Η κότα δε διασχίζει τον δρόµο}
Τότε,

P (D) = P ((H1H2H3)
c) = 1− P (H1H2H3) = 1− P (H1)P (H2)P (H3)

διότι οι 3 ϱίψεις του νοµίσµατος είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες.
΄Αρα,

P (D) = 1− (
1

2
)3 = 1− 1

8
=

7

8

(ϐ) P (T1 | D) = P (T1∩D)
P (D) = P (T1)

P (D) διότι T1 ⊂ D
΄Αρα,

P (T1 | D) =
1
2
7
8

=
8

14
=

4

7

(γ) P (H1 | D) = 1− P (Hc
1 | D) = 1− P (T1 | D) διότι Hc

1 = T1

΄Αρα,

P (H1 | D) = 1− 4

7
=

3

7
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΄Ασκηση 2. ΄Ενα κουτί περιέχει 15 κόκκινες και 5 άσπρες µπάλες. Επιλέγουµε τυχαία δύο µπάλες
χωρίς επανάθεση.

(α) Ποια είναι η πιθανότητα ότι και οι δύο µπάλες είναι άσπρες ;
(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι η πρώτη µπάλα είναι κόκκινη και η δεύτερη είναι άσπρη ;

Βοήθεια : Χρησιµοποιείστε τον πολλαπλασιαστικό νόµο.

Λύση. Το κουτί περιέχει 15 κόκκινες µπάλες και 5 άσπρες µπάλες (συνολικά 20 µπάλες).

(α) ΄Εστω P (A1) η πιθανότητα η πρώτη µπάλα να είναι άσπρη. Τότε ϑα ισχύει ότι :

P (A1) =
5

20

∆εδοµένου ότι η πρώτη µπάλα είναι άσπρη, τώρα ϑα υπάρχουν 19 µπάλες στο κουτί, από τις
οποίες οι 4 µόνο ϑα είναι άσπρες. Η πιθανότητα ότι και η δεύτερη µπάλα που επιλέγεται
τυχαία είναι άσπρη είναι η ακόλουθη:

P (A2 | A1) =
4

19

Χρησιµοποιώντας τον πολλαπλασιαστικό νόµο, η πιθανότητα ότι και οι δύο µπάλες που
επιλέγονται τυχαία είναι άσπρες ϑα είναι ίση µε :

P (A1 ∩A2) = P (A2 | A1) · P (A1) =
5

20
· 4

19
=

1

19

(ϐ) ΄Εστω P (K1) η πιθανότητα η πρώτη µπάλα να είναι κόκκινη. Τότε ϑα ισχύει ότι :

P (K1) =
15

20

∆εδοµένου ότι η πρώτη µπάλα είναι κόκκινη, τώρα ϑα υπάρχουν 19 µπάλες στο κουτί, από
τις οποίες οι 5 ϑα είναι άσπρες. Η πιθανότητα ότι η δεύτερη µπάλα που επιλέγεται τυχαία
είναι άσπρη είναι η ακόλουθη:

P (A2 | K1) =
5

19

Χρησιµοποιώντας τον πολλαπλασιαστικό νόµο, η πιθανότητα ότι η πρώτη µπάλα είναι
κόκκινη και η δεύτερη άσπρη ϑα είναι ίση µε :

P (K1 ∩A2) = P (A2 | K1) · P (K1) =
5

19
· 15

20
=

15

76
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΄Ασκηση 3. Μας δίνονται 2 ¨πειραγµένα¨ νοµίσµατα εκ των οποίων το ένα ϕέρνει κεφαλή µε πιθα-
νότητα 1/3 και το άλλο ϕέρνει κεφαλή µε πιθανότητα 2/3. Τα δύο νοµίσµατα ϕαίνονται να είναι
πανοµοιότυπα: δεν µπορούµε να τα ξεχωρίσουµε εξ όψεως. Ρίχνουµε τα δύο νοµίσµατα από µία

ϕορά το καθένα διαλέγοντας στην τύχη (µε πιθανότητα 1/2) ποιο ϑα ϱίξουµε πρώτο. Ορίζουµε τα
γεγονότα Hi = {η i-στή ϱίψη ϕέρνει κεφαλή}, i = 1, 2.

(α) Υπολογίστε τις πιθανότητες P (H1) και P (H2).
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι και οι δύο ϱίψεις ϕέρνουν κεφαλή, δηλαδή P (H1 ∩H2).
(γ) Είναι τα γεγονότα H1 και H2 ανεξάρτητα ; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

Λύση.

(α) Ορίζουµε το γεγονός A = {το κέρµα µε πιθανότητα κεφαλής 1/3 ϱίχνεται πρώτο}.
Προφανώς, Ac = {το κέρµα µε πιθανότητα κεφαλής 2/3 ϱίχνεται πρώτο}. Χρησιµοποιώντας
αυτή τη διαµέριση του δειγµατοχώρου, εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :

P (H1) = P (A)P (H1|A) + P (Ac)P (H1|Ac) =
1

2

1

3
+

1

2

2

3
=

1

2
.

Οµοίως :

P (H2) = P (A)P (H2|A) + P (Ac)P (H2|Ac) =
1

2

2

3
+

1

2

1

3
=

1

2
.

(ϐ) Οµοίως, έχουµε ότι :

P (H1 ∩H2) = P (A)P (H1 ∩H2|A) + P (Ac)P (H1 ∩H2|Ac)

= P (A)P (H1|A)P (H2|A) + P (Ac)P (H1|Ac)P (H2|Ac)

=
1

2

1

3

2

3
+

1

2

2

3

1

3
=

2

9
. (1)

(γ) Από τα (α) και (ϐ) έχουµε ότι P (H1 ∩H2) = 2
9 6=

1
2
1
2 = P (H1)P (H2). Συνεπώς, τα

γεγονότα H1 και H2 δεν είναι ανεξάρτητα, αν και είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητα δεδοµένου
του A.
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΄Ασκηση 4. Μία ασφαλιστική εταιρία κατατάσσει τους ανθρώπους σε τρεις κατηγορίες ανάλογα
µε την επικινδυνότητα τους στην οδήγηση: Κατηγορία µικρού, µέτριου και µεγάλου ϱίσκου. Τα
αρχεία της εταιρίας δείχνουν ότι οι πιθανότητες πελάτες µικρού, µέτριου και µεγάλου ϱίσκου να
έχουν ατύχηµα κατά τη διάρκεια ενός έτους είναι 0.05, 0.15 και 0.30, αντίστοιχα. Αν το 20% του
πληθυσµού αποτελείται από άτοµα µικρού ϱίσκου, το 50% αποτελείται από άτοµα µέτριου ϱίσκου
και το υπόλοιπο 30% αποτελείται από άτοµα µεγάλου ϱίσκου, ποιο ποσοστό του πληθυσµού έχει
ατύχηµα κατά τη διάρκεια ενός έτους· Αν κάποιος ασφαλισµένος δεν είχε κανένα ατύχηµα το 2012,
ποια η πιθανότητα ότι είναι άτοµο

(α) µικρού ϱίσκου ;
(ϐ) µέτριου ϱίσκου ;

Λύση.

΄Εστω G το γεγονός κάποιος να είναι καλός οδηγός, M να είναι µέτριος και B κακός. Αν Α το
γεγονός κάποιος να είχε ατύχηµα, τότε

P (A) = P (A|G)P (G) + P (A|M)P (M) + P (A|B)P (B)

= (0.05) ∗ (0.2) + (0.15)(0.5) + (0.3)(0.3) = 0.175

(α)

P (G|Ac) =
P (Ac|G)P (G)

P (Ac)
=

0.95 ∗ 0.2

0.825
= 0.23.

(ϐ)

P (M |Ac) =
P (Ac|M)P (M)

P (Ac)
=

0.85 ∗ 0.5

0.825
= 0.51.
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΄Ασκηση 5.

Η ΄Αννα ανήκει σε µια λέσχη αναγνωστών που συναντιούνται µια ϕορά το µήνα για να συζητήσουν για
κάποιο ϐιβλίο που µπορεί να είναι µυθιστόρηµα ή ϐιογραφία. Η λέσχη επιλέγει τυχαία ένα ϐιβλίο,
µε τα µυθιστορήµατα να έχουν 5 ϕορές µεγαλύτερη πιθανότητα επιλογής από ότι οι ϐιογραφίες.
Η ΄Αννα συµµετέχει στη µηνιαία συνάντηση της λέσχης µε πιθανότητα 1/5 αν το επιλεγµένο ϐιβλίο
είναι µυθιστόρηµα και µε πιθανότητα 3/5 αν το ϐιβλίο είναι ϐιογραφία.

(α) Ποια είναι η πιθανότητα ότι η ΄Αννα συµµετέχει στη µηνιαία συνάντηση της λέσχης ;

(ϐ) Με δεδοµένο ότι η ΄Αννα συµµετείχε στη µηνιαία συνάντηση, ποια είναι η πιθανότητα ότι το
ϐιβλίο που επιλέχθηκε είναι ϐιογραφία ;

Λύση.

Ορίζουµε τα γεγονότα

Μ = { Η λέσχη επιλέγει τυχαία ένα µυθιστόρηµα }

Β = { Η λέσχη επιλέγει τυχαία µία ϐιογραφία }

Α = { Η ΄Αννα συµµετέχει στη µηνιαία συνάντηση της λέσχης }

Από τα δεδοµένα της εκφώνησης έχουµε ότι

P (Μ) = 5P (Β)

και αφού ο δειγµατοχώρος µας διαµερίζεται στα γεγονότα M και B:

P (Ω) = P (Μ) + P (Β) = 5P (Β) + P (Β) = 6P (Β) = 1⇔

(P (Β) = 1/6 και P (Μ) = 5/6)
Ακόµα, P (A |M) = 1/5 και P (A | B) = 3/5

(α) Από το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας η πιθανότητα η ΄Αννα να συµµετέχει στη µηνιαία
συνάντηση της λέσχης είναι

P (A) = P (M)P (A |M) + P (B)P (A | B) =
5

6

1

5
+

1

6

3

5
=

4

15

(ϐ) Από το νόµο του Bayes η πιθανότητα ότι το ϐιβλίο που επιλέχθηκε είναι ϐιογραφία
(αίτιο) µε δεδοµένο ότι η ΄Αννα συµµετείχε στη µηνιαία συνάντηση της λέσχης
(αποτέλεσµα/παρατήρηση) είναι

P (B | A) =
P (B)P (A | B)

P (B)P (A | B) + P (M)P (A |M)
=

1
6
3
5

1
6
3
5 + 5

6
1
5

=
3
30
8
30

=
3

8
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΄Ασκηση 6. Υποθέστε ότι ήσασταν αρκετά απερίσκεπτοι ώστε να σώσετε την εργασία σας στο ΗΥ-
150 µόνο σε µία δισκέτα, η οποία δυστυχώς κράσαρε. Ακόµα χειρότερα, την είχατε ϕυλάξει σε ένα
συρτάρι µε άλλες τρεις επίσης χαλασµένες δισκέτες. Πριν πάρετε τις 4 δισκέτες σε έναν ειδικό για
να ανακτήσετε την εργασία σας, ένας ϕίλος σας προσφέρεται να ϱίξει µία µατιά και να σας γλυτώσει
από τα έξοδα. Επιλέγετε λοιπόν τυχαία µία δισκέτα και την παραδίδετε στον ϕίλο σας. Αν η εργα-
σία σας ϐρίσκεται στη δισκέτα που δίνετε στο ϕίλο σας, αυτός ϑα την ανακτήσει µε πιθανότητα p.
∆εδοµένου ότι ψάχνει στη δισκέτα 1 αλλά δεν µπορεί να ανακτήσει την εργασία σας, ποια είναι η
πιθανότητα ότι η εργασία σας ϐρίσκεται στην δισκέτα i, i = 1, 2, 3, 4;

Βοήθεια : ΄Εστω A το ενδεχόµενο ότι ο ϕίλος σας ψάχνει στη δισκέτα 1 και δε ϐρίσκει τίποτα, και
έστω Bi το ενδεχόµενο ότι η εργασία σας είναι στη δισκέτα i. Περιγράψτε το δειγµατοχώρο αυτού
του πειράµατος τύχης µε χρήση δενδρικού διαγράµµατος και χρησιµοποιείστε το νόµο του Bayes.

Λύση.

΄Εστω A το ενδεχόµενο ότι ο ϕίλος σας ψάχνει στη δισκέτα 1 και δε ϐρίσκει τίποτα, και έστω
Bi το ενδεχόµενο ότι η εργασία σας είναι στη δισκέτα i. Ο δειγµατικός χώρος ϕαίνεται στο
Σχήµα 1.

Σχήµα 1: ∆ενδρική αναπαράσταση ΄Ασκησης 7.

Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα B1, B2, B3 και B4 αποτελούν µια διαµέριση του
δειγµατικού χώρου. ΄Οποτε, εφαρµόζουµε τον κανόνα του Bayes για να ϐρούµε την
πιθανότητα ότι η εργασία ϐρίσκεται στη δισκέτα i δεδοµένου ότι ο ϕίλος ψάχνει στη δισκέτα
1 αλλά δεν µπορεί να την ανακτήσει :

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)

P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + P (B3)P (A|B3) + P (B4)P (A|B4)

=
1
4P (A|Bi)

1
4 · (1− p) + 1

4 · 1 + 1
4 · 1 + 1

4 · 1
=

P (A|Bi)

4− p

΄Αρα,

P (Bi|A) =

{
(1− p)/(4− p) , για i = 1

1/(4− p) , για i = 2, 3, 4
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΄Ασκηση 7. Το πρόβληµα αυτό εξετάζει την κατανόησή σας για την έννοια της ανεξαρτησίας. Μπο-
ϱείτε να χρησιµοποιήστε το µέρος (α) για να απαντήσετε το (γ).

(α) Αποδείξτε την ακόλουθη πρόταση: Αν τα γεγονότα A και B είναι ανεξάρτητα και B ⊂ A, τότε
P (B) = 0 ή P (A) = 1.
(ϐ) Ρίχνετε ένα δίκαιο κέρµα n ϕορές. ΄Εστω n = 3. Ορίζουµε τα γεγονότα
A = {έρχονται τουλάχιστον 2 γράµµατα} και B = {έρχονται µία ή δύο 2 κεφαλές}. Είναι τα A
και B ανεξάρτητα ;
(γ) Επαναλάβετε το µέρος (ϐ) για n = 4.

Λύση.

(α) Καθώς τα A και B είναι ανεξάρτητα, P (A ∩B) = P (A)P (B). Επίσης, αφού το B
είναι υποσύνολο του A, P (A ∩B) = P (B). Εποµένως, P (B) = P (A)P (B), και συνεπώς
P (B) = 0 ή P (A) = 1.
(ϐ) Ο δειγµατοχώρος αυτού του πειράµατος τύχης είναι

Ω = {KKK,KKΓ,KΓK,KΓΓ,ΓKK,ΓKΓ,ΓΓK,ΓΓΓ}.

Το γεγονός A είναι :
A = {KΓΓ,ΓKΓ,ΓΓK,ΓΓΓ},

µε P (A) = 4
8 , ενώ το B είναι :

B = {KKΓ,KΓK,KΓΓ,ΓKK,ΓKΓ,ΓΓK},

µε P (B) = 6
8 . Η τοµή των A και B είναι το γεγονός ¨ακριβώς µία κεφαλή¨:

A ∩B = {KΓΓ,ΓKΓ,ΓΓK},

µε P (A ∩B) = 3
8 . Καθώς P (A ∩B) = P (A)P (B), τα γεγονότα A και B είναι ανεξάρτητα.

(γ) Σε αυτή την περίπτωση µπορείτε να παρατηρήσετε ότι B ⊂ A καθώς το A περιέχει όλα τα
δειγµατοσηµεία του B συν το ΓΓΓΓ. Αν τα A και B ήταν και ανεξάρτητα τότε από το (α) ϑα
έπρεπε είτε P (B) = 0 ή P (A) = 1. Αλλά προφανώς P (B) > 0 (π.χ. το B περιέχει το απλό
ενδεχόµενο KΓΓΓ) και P (A) < 1 (το A δεν περιέχει το ενδεχόµενο ΓKKK. Εποµένως, τα A
και B δεν είναι ανεξάρτητα.


