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΄Ασκηση 1. Μια συνεχής τ.µ X έχει Α.Σ.Κ:

FX(x) =

{
1− a3

x3
, x > a

0, αλλιώς.

όπου a > 0, ϑετική σταθερά. Να υπολογισθούν :

(α) Η σ.π.π. της τ.µ X

(ϐ) Η µέση τιµή E[X] και η διασπορά σ2
X της X.

(γ) Η πιθανότητα: P (X ≤ 2α)

(δ) Η πιθανότητα: P (|X| ≤ 3α)

(ε) Η πιθανότητα: P (X > 2α
∣∣∣|X| ≤ 3α)

Λύση.

(α) Παραγωγίζουµε την Α.Σ.Κ ως εξής :

fX(x) =
dFX(x)

dx
=

{
3α3x−4, x ≥ α
0, αλλιώς.

(ϐ)

E[X] =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx =

∫ +∞

a
x · 3α3x−4dx =

∫ +∞

a
3α3x−3dx = 3α3(−1

2
x−2)

∣∣∣+∞
a

= 3α3
(1

2
α−2

)
=

3α

2

Ροπή δεύτερης τάξης :

E[X2] =

∫ ∞
−∞

x2fX(x)dx =

∫ +∞

a
x23α3x−4dx =

∫ +∞

a
3α3x−2dx = 3α3(−x−2)

∣∣∣+∞
α

= 3α3 · αc−1 = 3α2

Εποµένως,

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 3α2 −
(3α

2

)2
= 3α2 − 3α2 − 9α2

4
=

3α2

4

(γ) ΄Εχουµε ότι :

P (X ≤ 2α) = FX(x)(2α) = 1− α3

(2α)3
= 1− 1

8
=

7

8
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(δ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (|X| ≤ 3α) = P (−3α ≤ X ≤ 3α) = FX(3α)− FX(−3α) = 1− α3

(3α)3
− 0 = 1− 1

27
=

26

27

(ε) ΄Εχουµε:

P
[
(X > 2α)

∣∣∣(|X| ≤ 3α)
]

=
P [X > 2α] ∩ |X| ≤ 3α

P (|X| ≤ 3α)
=

P
[
2α < X ≤ 3α

]
FX(3α)

=
FX(3α)− FX(2α)

FX(3α)

=
1− α3

(3α)3
− 1 + a3

(2α)3

1− a3

(3α)3

=
26
27 − 1 + 1

8
26
27

≈ 0.0913

΄Ασκηση 2. Η τ.µ X ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή −10 και διασπορά 4: X ∼
N(−10, 4).

(α) Να υπολογισθούν οι πιθανότητες :
(i) P (X < 0)

(ii) P (−10 < X < 5)

(iii) P (|X| ≥ 5)

(iv) P (X2 − 3X + 2 > 0)

(ϐ) Το πλάτος του µεταλλικού ίχνους σένα ηλεκτρικό κύκλωµα µοντελοποιείται ως µια κανονική τ.µ
W µε µέση τιµή µ= 0.9 και τυπική απόκλιση σ = 0.003. Κυκλώµατα των οποίων το πλάτος του
ίχνους δε ϐρίσκεται εντός του εύρους τιµών ϑεωρούνται ελαττωµατικά. Τι ποσοστό των κυκλωµά-
των είναι ελαττωµατικά;Εκφράστε τις απαντήσεις σας ϐάσει των τιµών Φ(x) της Α.Σ.Κ της τυπικής
Γκαουσιανής, για x > 0.

Λύση

(α) Οι Ϲητούµενες πιθανότητες γίνονται :

(i)

P (X < 0) = P
(X − (−10)

2
<

0− (−10)

2

)
= P

(X + 10

2
< 5
)

= Φ(5)

(ii)

P (−10 < X < 5) = P
[−10− (−10)

2
<
X − (−10)

2
<

5− (−10)

2

]
= P [0 <

X + 10

2
< 7.5] = Φ(7.5)− Φ(0) = Φ(7.5)− 1/2

(iii)

P (|X| ≥ 5) = P (X ≥ 5) + P (X ≤ −5) = 1− P (X ≤ 5) + P (X ≤ −5)

= 1− P
[X − (−10)

2
≤ 5− (−10)

2

]
+ P

[X − (−10)

2
≤ −5− (−10)

2

]
1− P

[X + 10

2
≤ 7.5

]
+ P

[X + 10

2
≤ 2.5

]
= 1− Φ(7.5) + Φ(2.5)
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(iv)

P (X2 − 3X + 2 > 0) = P
[
(X − 1) · (X − 2)

]
= P (X > 1 ∩X > 2) + P (X < 1 ∩X < 2)

= P (X > 2) + P (X < 1)

= P
[X − (−10)

2
>

2− (−10)

2

]
+ P

[X − (−10)

2
<

1− (−10)

2

]
= P [Y > 6] + P [Y < 5.5] = 1− Φ(6) + Φ(5.5)

(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

P
[
|W − 0.9| > 0.005

]
= P [W > 0.905] + P [W < 0.895]

= 1− P
[W − 0.9

0.003
<

0.905− 0.9

0.003

]
+ P

[W − 0.9

0.003
<

0.0.895− 0.9

0.003

]
= 1− Φ

(0.005

0.005

)
+ Φ

(−0.005

0.005

)
= 1− Φ

(5

3

)
+ Φ

(−5

3

)
= 2

[
1− Φ(5/3)

]
≈ 0.095

΄Ασκηση 3. ΄Ενας εργοστάσιο παράγει µικρο-επεξεργαστές σε 2 γραµµές παραγωγής. Οι δύο
γραµµές παράγουν το ίδιο πλήθος µικρο-επεξεργαστών. ΄Ολοι οι µικρο-επεξεργαστές µοιάζουν
µεταξύ τους, αλλά η διάρκεια Ϲωής ενός µικρο-επεξεργαστή που προέρχεται από τη γραµµή 1 είναι
οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [0, 2] , ενώ η διάρκεια Ϲωής ενός µικρο-επεξεργαστή που προέρχεται
από τη γραµµή 2 είναι εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο λ = 0.1(έτη)−1

(α) Η ∆έσποινα αγόρασε 1 µικρο-επεξεργαστή ο οποίος µετά από 5 χρόνια συνεχίζει να λειτουργεί.
Βρείτε τη δεσµευµένη πιθανότητα ότι ϑα λειτουργήσει για ακόµη 3 χρόνια.
(ϐ) Ο Κώστας αγόρασε 1 µικρο-επεξεργαστή ο οποίος µετά από 1 χρόνο λειτουργεί ακόµη. Ποια
είναι η δεσµευµένη πιθανότητα ότι ϑα λειτουργήσει για τουλάχιστον ακόµη 3 χρόνια;

Λύση.

(α)

Ο µικρο-επεξεργαστής λειτουργεί µετά από 5 χρόνια. ΄Αρα, προέρχεται από τη γραµµή 2. Η
διάρκεια Ϲωής ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ = 0.1(έτη)−1. Εποµένως, η Ϲητούµενη
πιθανότητα γίνεται :

P (L ≥ 5 + 3
∣∣∣L ≥ 5) =

P (L ≥ 8)

P (L ≥ 5)
=

0.1e−0.1·8

0.1 · e−0.1·5 = e−0.3 ≈ 0.74

(ϐ)
Σε αυτή τη περίπτωση ο µικρο-επεξεργαστής ϑα προέρχεται είτε από τη γραµµή 1, είτε από τη
γραµµή 2.
Θεωρούµε το ενδεχόµενο : B = {Ο µικρο-επεξεργαστής προέρχεται από τη γραµµή 1}.
Εποµένως, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (L ≥ c) = P (L ≥ c
∣∣∣B) · P (B) + P (L ≥ c

∣∣∣Bc) · P (Bc) =
1

2
· P (L ≥ c

∣∣∣B) +
1

2
· P (L ≥ c

∣∣∣Bc)

΄Οµως γνωρίζουµε ότι : fL|B(`) ∼ U [0.2] και fL|Bc(`) ∼ exp(λ = 0.1)



Πιθανότητες - 2015/9ο Φροντιστήριο 4

Εποµένως έχουµε:

P (L ≥ c) =


1, c < 0
1
2 · (2− c) + 1

2 · e
−0.1·c, 0 ≤ c < 2

1
2 · e

−0.1·c, c ≥ 2

Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (L ≥ 1 + 3
∣∣∣L ≥ 1) =

P (L ≥ 4)

P (L ≥ 1)
=

1/2 · e−0.1·4

1
2 −

1
4 + 1

2 · e−0.1·1 ≈ 0.47

΄Ασκηση 4. Οι συνεχείς τ.µ X,Y έχουν σύνολο τιµών το γραµµοσκιασµένο χωρίο SXY . Οι X,Y
έχουν από κοινού οµοιόµορφη κατανοµή:

fX,Y (x, y) =

{
c, (x, y) ∈ SX,Y
0, αλλιώς.

Να υπολογισθούν :

Σχήµα 1: Το πεδίο τιµών για τις τ.µ (X,Y ) της άσκησης 4.

(α) Η τιµή της σταθεράς c.

(ϐ) Η πιθανότητα: P (Y < X − 1)

(γ)
Η πιθανότητα: P (X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > 0.52

(δ) Η σ.π.π. της τ.µ X.

Λύση

(α)
Από το σχήµα έχουµε:

ESXY
= E − 2 · EΤετραγώνου = 9− 2 · 1 = 7

Εποµένως,

c · ESXY
= 1⇔ c =

1

7
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(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

P (Y < X − 1) = EABΓ∆ · c =
1 + 2

2
· 1 · 1

7
=

3

14

(γ) Είναι η πιθανότητα να ϐρεθούµε εκτός κύκλου µε κέντρο Κ(1.5, 1.5) και ακτίνα ρ = 0.5

P (X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 > 0.52 = 1− P (X − 1.5)2 + (Y − 1.5)2 ≤ 0.52

= 1− Eκύκλου · c = 1− πρ2 · c = 1− π · 0.52 · 1

7
≈ 0.88

Σχήµα 2: Γραφική παράσταση ερωτηµάτων ασκ. 4 (ϐ) και (γ)

(δ) Η σ.π.π. της τ.µ X ϑα είναι :

• Για x < 0 και x ≥ 3: fX(x) = 0

• Για 0 ≤ x < 1, έχουµε:

fX(x) =

∫ 1

y=0
cdy +

∫ 3

y=2
cdy = c · y

∣∣∣1
0

+ ·y
∣∣∣3
2

=
1

7
· (1− 0) +

1

7
· (3− 2) =

2

7

• Για 1 ≤ x < 2, έχουµε:

fX(x) =

∫ 3

y=0
cdy = c · y

∣∣∣3
0

=
1

7
y
∣∣∣3
0

=
3

7

• Για 2 ≤ x < 3, έχουµε:

fX(x) =

∫ 1

y=0
cdy +

∫ 3

y=2
cdy =

2

7

Εποµένως, έχουµε:

fX(x) =


2/7, 0 ≤ x < 1, 2 ≤ x < 3
3/7, 1 ≤ x < 2
0, αλλού.
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΄Ασκηση 5. Η τ.µ X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη µεταξύ των τιµών [1,2], X ∼ U [1, 2]. Ορίζου-
µε τον µετασχηµατισµό: Y = e−2X . Να ϐρεθούν :

(α) Η γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού Y = e−2X καθώς και της σ.π.π. fX(x) της X.

(ϐ) Η Α.Σ.Κ FY (y) της Y

(γ) Η σ.π.π. fY (y) καθώς και η γραφική της παράσταση.

(δ) Η πιθανότητα: P (Y ≤ e−3)

Λύση

(α)
Οι γραφικές παραστάσεις του µετασχηµατισµού Y = e−2X και της σ.π.π. fX(x) της X ϕαίνονται
στο παρακάτω σχήµα.
(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

Σχήµα 3: (α) Το πεδίο τιµών της σ.π.π. fX(x) της τ.µ. X. (ϐ) Το πεδίο τιµών του µετασχηµατισµού
Y = e−2X .

• Για y < e−4 ⇔ FY (y) = 0

• Για y ≥ e−2,⇔ FY (y) = 1

• Για y ∈ [e−4, e−2]:,

FY (y) = P (Y < y) = P (e−2X < y) = P (−2X < lnY ) = P (X > −1

2
lny)

=

∫ +∞

− 1
2
lny

fX(x)dx

=

∫ 2

− 1
2
lny

fX(x)dx =

∫ 2

− 1
2
lny

1dx = 2 +
1

2
lny
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Εποµένως έχουµε:

fY (y) =


0, y < e−4

2 + 1
2 lny, y ∈ [e−4, e−2]

1, y > e−2

(γ) Παραγωγίζουµε την Α.Σ.Κ ως εξής :

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

{ 1
2y , e−4 ≤ y
0, αλλιώς.

Η γραφική της παράσταση ϕαίνεται παρακάτω:

Σχήµα 4: (α) Το πεδίο τιµών της σ.π.π. fY (y) του µετασχηµατισµού Y

(δ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P (Y ≤ e−3) = FY (e−3) = 2 +
1

2
lne−3 = 2− 3

2
lne = 2− 3

2


