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΄Ασκηση 1. ΄Εστω 3 ανεξάρτητες τ.µ X,Y,W . Οι τ.µ X,Y είναι εκθετικά κατανεµηµένες µε παρά-
µετρο λ, ενώ η τ.µ W είναι Bernoulli µε παράµετρο p = 1/2.
Ορίζουµε νέα τ.µ Z ως εξής :
Z =WX − (1−W ) · Y
∆ηλαδή:
Για W = 1 ⇔ Z = X
Για W = 0 ⇔ Z = −Y

(α) Να δώσετε τις γραφικές παραστάσεις για την Α.Σ.Κ, FZ(z) και τη σ.π.π, fZ(z) της τ.µ Z.
(ϐ) Μετασχηµατίζουµε την τ.µ Z ως εξής :

V = g(Z) =


Z + 1, −1 ≥ Z < 0

1− Z
3 , 0 ≤ Z < 3

0, αλλιώς.

(ι) Να δώσετε τη γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού V = g(Z)
(ιι) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος : V = 0
(ιιι) Υπολογίστε την Α.Σ.Κ , FV (v) και τη ς.π.π fV (v) της τ.µ. V .

Λύση

(α΄) Από την εκφώνηση έχουµε ότι :

X ∼ exp(λ), fX(x) = λe−λx, x ≥ 0 FX(x) = 1− e−λx

Y ∼ exp(λ), fY (y) = λe−λy, y ≥ 0 FY (y) = 1− e−λy

Εφαρµόζοντας το Θ.Ο.Π., έχουµε ότι :
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FZ(z) = P (Z ≤ z)
= P (Z ≤ z/W = 1) · P (W = 1) + P (Z ≤ z/W = 0) · P (W = 0)

= P (X ≤ z) · 1
2
+ P (−Y ≤ z) · 1

2

=


0 · 1

2
+ P (Y ≥ −z) · 1

2
, z < 0

P (X ≤ z) · 1
2
+ 1 · 1

2
, z ≥ 0

=


1

2
· (1− P (Y ≤ −z)), z < 0

1

2
· P (X ≤ z) + 1

2
, z ≥ 0

=


1

2
· (1− FY (−z)), z < 0

1

2
· FX(z) +

1

2
, z ≥ 0

=


1

2
· (1− (1− e−λ(−z))), z < 0

1

2
· (1− e−λz) + 1

2
, z ≥ 0

⇒ FZ(z) =


1

2
eλz, z < 0

1− 1

2
e−λz, z ≥ 0

Παραγωγίζοντας ως προς z έχουµε:

fZ(z) =


1

2
λeλz, z < 0

1

2
λe−λz, z ≥ 0

=
1

2
λe−λ|z| διπλή εκθετική σ.π.π.

Και οι Ϲητούµενες γραφικές παραστάσεις (Σχήµα 1)

(ϐ΄) (i) Η Ϲητούµενη γραφική παράσταση (Σχήµα 2)

(ii)

P (V = 0) = P (Z ≤ −1 ∪ Z > 3) = P (Z ≤ −1) + P (Z > 3)

= P (Z ≤ −1) + 1− P (Z ≤ 3)

= FZ(−1) + 1− FZ(3) =
1

2
e−λ + 1− (1− 1

2
e−λ3)

⇒ P (V = 0) =
1

2
e−λ +

1

2
e−3λ

Εποµένως, η V είναι µικτή τ.µ.
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Σχήµα 1: Γραφική παράσταση αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής (πάνω) και συνάρτησης πυκνό-
τητας πιθανότητας (κάτω).

Σχήµα 2: Γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού V.

(iii) Είναι προφανές από το σχήµα ότι 0 ≤ V ≤ 1.

• Για v < 0:
FV (v) = 0

• Για v ≥ 1:
FV (v) = 1

• Για 0 ≤ v < 1:

FV (v) = P (V ≤ v)
= P (Z ≤ v − 1 ∪ Z ≥ 3(1− u))
= P (Z ≤ u− 1) + P (Z ≥ 3(1− u))
= FZ(u− 1) + 1− FZ(3(1− u))

=
1

2
eλ(u−1) + 1− (1− 1

2
e−λ(3(1−u)))

=
1

2
e−λ(1−u) +

1

2
e−3λ(1−u)
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⇒ FV (v) =


0, v < 0

1
2e
−λ(1−u) + 1

2e
−3λ(1−u), 0 ≤ v < 1

1, u ≥ 1

⇒ fV (v) =


1
2λe
−λ(1−u) + 3

2λe
−3λ(1−u), 0 < v ≤ 1

(12λe
−λ + 1

2e
−3λ)δ(v), v = 0

0, αλλού

΄Ασκηση 2. Ξεκινώντας τη χρονική στιγµή t = 0, αρχίζουµε να χρησιµοποιούµε λάµπες, µια κάθε
ϕορά , για να ϕωτίσουµε ένα δωµάτιο. Κάθε νέα λάµπα επιλέγεται ανεξάρτητα και ισοπίθανα από 2
εταιρίες, Α,Β. Η διάρκεια Ϲωής (σε ώρες) κάθε λάµπας ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο
λA = 1, αν η λάµπα προέρχεται από την εταιρία Α, και λB = 3, αν η λάµπα προέρχεται από την
εταιρία Β.

(α) Χρησιµοποιώντας το Θ.Ο.Π υπολογίστε την πιθανότητα P (D), ότι δε ϑα πραγµατοποιηθεί καµία
αλλαγή λάµπας τις πρώτες t ώρες του πειράµατος.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι δεν έχουµε χαλασµένη λάµπα κατά τη διάρκεια t ωρών του πειράµατος, υπολογίστε
την πιθανότητα η 1η λάµπα που χρησιµοποιείται να προέρχεται από την Α εταιρία (Bayes).
(γ) Χρησιµοποιώντας το Θ.Ο.Μ (ϑεώρηµα ολικής µέσης τιµής) υπολογίστε την µέση τιµή και δια-
σπορά της τ.µ X του χρόνου µέχρι την 1η αλλαγή λάµπας.

(α) ΄Εστω A το γεγονός ότι η λάµπα που επιλέχθηκε είναι της εταιρίας Α (οπότε η X είναι µια
εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ = 1 δεδοµένου του γεγονοτος A). Τότε το Ac

είναι το γεγονός ότι η λάµπα που επιλέχθηκε είναι της εταιρίας Β (οπότε η X είναι εκθετική
τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ = 3 δεδοµένου του γεγονότος Ac). Πρώτα υπολογίζουµε
τις P (D|A) και P (D|Ac):

P (D|A) = P (X > t|A)
= 1− FX|A(t)
= e−t

P (D|Ac) = P (X > t|AC)
= 1− FX|Ac(t)

= e−3t

Για να υπολογίσουµε την P (D), χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα της ολικής πιθανότητας :

P (D) = P (D|A) · P (A) + P (D|Ac) · P (Ac)

= e−t · 1
2
+ e−3t · 1

2

=
e−t + e−3t

2

(ϐ) ΄Εστω C1A το γεγονός ότι η πρώτη λάµπα που χρησιµοποιούµε προέρχεται από την εταιρία Α.
Παρατηρούµε ότι το γεγονός C1A είναι ισοδύναµο µε το γεγονός A του υποερωτήµατος (α).
Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes έχουµε ότι :

P (C1A|D) = P (A|D) =
P (D|A)P (A)

P (D)
=

e−t · 12
e−t+e−3t

2

=
e−t

e−t + e−3t
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(γ) Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής X είναι :

E[X] = E[X|A] · P (A) +E[X|Ac] · P (Ac) = 1 · 1
2
+

1

3
· 1
2
=

2

3

Και για την διασπορά του έχουµε:

E[X2|A] =
2

12
, E[X2|Ac] = 2

32

E[X2] = E[X2|A] · P (A) +E[X2|A2] · P (Ac) = 10

9

var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
2

3

΄Ασκηση 3. Οι τ.µ X,Y είναι από κοινού Γκαουσιανές µε µέση τιµή 0 και διασπορά 1. Ισχύει :
E[XY ] = 0.5. Υπολογίστε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τ.µX+Y =W και Z = |W |.

Λύση.

∆εδοµένου ότι οιX και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές, ηW = X+Y είναι επίσης Γκαουσιανή
µε µέση τιµή:

E[W ] = E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] = 0,

και διασπορά:

var(W ) = E
[
W 2
]
− (E[W ])2 = E[(X + Y )2]− 0

= E
[
X2 + 2XY + Y 2

]
= E[X2] + 2E[XY ] + E[Y 2] = 1 + 2× 0.5 + 1 = 3.

΄Αρα έχουµε:

fW (w) =
1√
6π
e−w

2/6.

∆εδοµένου ότι Z = |W |, έχουµε ότι η Z παίρνει µη αρνητικές τιµές.

Για z > 0 έχουµε:

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (|W | ≤ z) = P (−z ≤W ≤ z)
= FW (z)− FW (−z) = FW (z)− (1− FW (z)) = 2FW (z)− 1.

Συνεπώς:

fZ(z) =
∂
∂zFZ(z) = 2fW (z) για z > 0 και fZ(z) = 0 για z < 0:

fZ(z) =

{
2√
6π
e−z

2/6 z > 0

0 z ≤ 0.
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΄Ασκηση 4. ΄Εστω η τ.µ X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [-1,2]. Η Χ µετασχηµατίζεται στην
τ.µ Y = X2.

(α) Να δώσετε τη γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού και ορίστε το πεδίο τιµών της Y .

(ϐ) Να ϐρείτε την Α.Σ.Κ και την σ.π.π. της τ.µ Y , fY (y)

Λύση

(α)

Η γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού παριστάνεται στο σχήµα 1, ενώ στο σχήµα παρι-
στάνεται το πεδίο τιµών της οµοιόµορφα κατανεµηµένης τ.µ X.

Σχήµα 3: (Αριστερά): Γραφική παράσταση της οµοιόµορφα κατανεµηµένης τ.µ Χ στο διάστηµα
[-1,2]. (∆εξιά): Γραφική παράσταση του πεδίου τιµών της τ.µ Υ.

(ϐ)

΄Εχουµε ότι :

• Για y < 0 ⇒ FY (y) = 0

• Για y ≥ 0 ⇒ FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X2 ≤ y) = P (−√y ≤ X ≤
√
(y))

– Για 0 ≤ √y ≤ 1⇒ −1 ≤ −
√
(y) ≤ x ≤ √y ≤ 1 έχουµε:

FY (y) =

∫ √y
−sqrty

1

3
dx =

2

3

√
y

– Για 0 ≤ √y ≤ 1 ⇒ −
√
(y) ≤ −1 ≤ x ≤ √y ≤ 2

FY (y) =

∫ √y
−1

1

3
dx =

1

3
(1 +

√
y)

Εποµένως έχουµε ότι :

FY (y) =


0, y ≤ 0
2
3

√
y, 0 ≤ 1

1
3(1 +

√
y), 1 < y ≤ 4

1, y > 4

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας γίνεται :

fY (y) =


1

3
√
y , 0 ≤ 1

1
6
√
y (1 +

√
y), 1 < y ≤ 4

0, αλλού


