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Θέµα 1 - (35 µονάδες)

(αʹ) Από το Σχήµα 1 ϐλέπουµε ότι η αναλυτική έκφραση της σ.π.π. fX(x) είναι :

fX(x) =

{
αx, 0 ≤ x ≤ 40

0, αλλού

Για να υπολογίσουµε τη ϑετική σταθερά, α, εφαρµόζουµε τον κανόνα κανονικοποίησης για τη
σ.π.π.: ∫ +∞

−∞
fX(x) dx = 1 ⇒ 1

2
EOAB = 1 ⇒ 1

2
· 40 · 40 · α = 1 ⇒ α =

1

800
.

Σχήµα 1: Ερώτηµα 1α.

(ϐʹ)

E[X] =

∫ +∞

−∞
x · fX(x) dx =

∫ 40

0

1

800
x2 dx =

x3

3 · 800

∣∣∣40

0
=

80

3
= 26.67.

• FX(x) = 0 για x < 0 και FX(x) = 1 για x < 40.

• Για 0 ≤ x < 40, FX(x) =
∫ x

0
t

800 dt = t2

2·800

∣∣x
0

= x2

1600 .

Συνεπώς,

FX(x) =


0, x < 0
x2

1600 , 0 ≤ x < 40

1, x ≥ 40

(γʹ) Από την εκφώνηση έχουµε ότι :

fY/X(y/x) =

{
1

2x , 0 ≤ y ≤ 2x

0, αλλού

(δʹ)

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY/X(y/x) =
x

800
· 1

2x
όταν 0 ≤ x ≤ 40, 0 ≤ y ≤ 2x

∴ fX,Y (x, y) =

{
1

1600 , 0 ≤ x ≤ 40, 0 ≤ y ≤ 2x

0, αλλού

Από κοινού οµοιόµορφη κατανοµή στο χωρίο ΟΑΓ: Σχήµα 2 .
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Σχήµα 2: Ερώτηµα 1δ.

(εʹ) Το πεδίο τιµών της τ.µ. Y είναι το [0, 80].

Για 0 ≤ y ≤ 80,

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y) dx =

∫ 40

y
2

1

1600
dx =

1

1600
x
∣∣∣40

y
2

=
1

1600
(40− y

2
).

Εποµένως,

fY (y) =

{
1

1600(40− y
2 ), 0 ≤ y ≤ 80

0, αλλού

Σχήµα 3: Ερώτηµα 1ε.

E[Y ] =

∫ 80

0

1

1600
(40− y

2
)y dy =

∫ 80

0
(
y

40
− y2

3200
) dy =

y2

80
− y3

9600

∣∣∣80

0
= 26.67.

Το κέρδος του Παύλου είναι Z = Y −X. Εποµένως,

E[Z] = E[Y ]− E[X] = 26.67− 26.67 = 0.

(ϛʹ) Από σχήµα 4 :

P (Y > X) = 1− P (Y ≤ X) = 1− 1

1600
· EOAB = 1− 1

1600
· 1

2
· 40 · 40 =

1

2
.

(Ϲʹ) Ζητάµε την πιθανότητα:

P (30 ≤ X ≤ 40/Y = 20) =

∫ 40

30
fX/Y (x/y = 20) dx

Απαιτείται η δεσµευµένη σ.π.π. της X δεδοµένης της Y .
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Σχήµα 4: Ερώτηµα 1στ.

Χρησιµοποιούµε τον κανόνα του Bayes:

fX/Y (x/y) =
fX(x) · fY/X(y/x)

fY (y)
=

x
80 ·

1
1600

1
1600 · (40− y

2 )
=

x

800 · (40− y
2 )

Συνεπώς,
fX/Y (x/y = 20) =

x

30 · 800
.

Εποµένως,

P (30 ≤ X ≤ 40/Y = 20) =

∫ 40

30

x

30 · 800
dx =

x2

60 · 800

∣∣∣40

30
= 0.0146.

Θέµα 2 - (25 µονάδες)

(αʹ) Καθώς οι X και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.

fX,Y (x, y) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1 και 0 ≤ y ≤ 1

0, αλλού

(ϐʹ) Από σχήµα 5 :

P (X < Y ) = 1 · EOAB = 1 · 1

2
· 1 · 1 = 0.5.

Σχήµα 5: Ερώτηµα 2β.

(γʹ)
Z = max(X,Y ), 0 ≤ z ≤ 1

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (max(X,Y ) ≤ z) = P (X ≤ z ∩ Y ≤ z)
= P (X ≤ z) · P (Y ≤ z) = FX(z) · FY (z) = z · z = z2.
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∴ fZ(z) =
dFZ(z)

dz
= 2z

⇒ fZ(z) =

{
2z, 0 < z ≤ 1

0, αλλού

E[Z] =

∫ 1

0
2zz dz =

2

3
z3
∣∣∣1
0

=
2

3
.

(δʹ)
W = min(X,Y ), 0 ≤ w ≤ 1

FW (w) = P (W ≤ w) = 1− P (W > w) = 1− P (min(X,Y ) > w)

= 1− P (X > w ∩ Y > w) = 1− P (X > w) · P (Y > w)

= 1− [1− FX(w)] · [1− FY (w)]

= 1− (1− w) · (1− w) = 1− (1− w)2

∴ fW (w) =
dFW (w)

dw
= 2(1− w)

∴ fW (w) =

{
2(1− w), 0 ≤ w ≤ 1

0, αλλού

EW (w) =

∫ 1

0
2(1− w)w dw = w2

∣∣∣1
0
− 2

3
w3
∣∣∣1
0

=
1

3
.

(εʹ) Ζητάµε την πιθανότητα του γεγονότος |X − Y | ≤ 1
2 (30 λεπτά είναι το 1

2 της ώρας), που απεικο-
νίζεται στο σχήµα 6 .

P (|X − Y | ≤ 1

2
) = 1− P (|X > Y | > 1

2
)

= 1− 1 · (EABΓ + E∆EZ)

= 1− 1 · (1

2
· 1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
)

=
3

4
.

Σχήµα 6: Ερώτηµα 2ε.

Θέµα 3 - (15 µονάδες)

(αʹ) (i) ΄Εχουµε:

P (X ≥ 10) = 1− P (X < 10) = 1− P
(
X + 4

3
<

10 + 4

3

)
= 1− Φ

(
14

3

)
.

(ii) Ισχύει :

P (X2 < 900) = P (−30 < X < 30) = P

(
−30 + 4

3
<
X + 4

3
<

30 + 4

3

)
= Φ

(
34

3

)
− Φ

(
−26

3

)
= Φ

(
34

3

)
+ Φ

(
26

3

)
− 1.

(iii) P (X = −4) = 0, καθώς η X είναι συνεχής τ.µ.
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(ϐʹ) Η τ.µ. Z είναι Γκαουσιανή ως γραµµικός συνδυασµός Γκαουσιανών. ΄Εχουµε ότι :

E[Z] = E[X]− 3E[Y ] = 0− 3 · 0 = 0

σ2
Z = E[Z2]− (E[Z])2 = E[Z2] = E[(X − 3Y )2]

= E[X2 − 6XY + 9Y 2] = E[X2]− 6E[XY ] + 9E[Y 2]

= σ2
X + µ2

X − 6(cov(X,Y ) + µXµY ) + 9(σ2
Y + µ2

X)

= 12 + 0− 6(−1 + 0 · 0) + 9(7 + 0) = 81

∴ Z ∼ N(0, 81)

P (Z < 5) = P

(
Z − 0

9
<

5− 0

9

)
= Φ

(
5

9

)
.

Θέµα 4 - (25 µονάδες)

(αʹ) Η τ.µ. Y είναι διακριτή που παίρνει δύο τιµές : ±1.

PY (1) = P (Y = 1) = P (0 ≤ X ≤ 1) =
1

2
(1− 0) =

1

2
.

PY (−1) = P (Y = −1) = P (1 ≤ X ≤ 2) =
1

2
(2− 1) =

1

2
.

∴ pY (y) =

{
1
2 , y ± 1

0, αλλού

Σχήµα 7: Ερώτηµα 4α.

(ϐʹ) Η τ.µ. Z είναι συνεχής µε πεδίο τιµών το διάστηµα [−1, 1].

• Για 0 ≤ z < 1:

FZ(z) = P (Z ≤ z) = 1− P (Z > z)

= 1− P
(
z

2
≤ X ≤ 2− z

2

)
= 1− 1

2

(
2− z

2
− z

2

)
=

1 + z

2

• Για −1 ≤ z < 0:

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P

(
2− z

2
≤ X ≤ 4 + z

2

)
=

1

2

(
4 + z

2
− 2− z

2

)
=

1 + z

2
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Εποµένως,

FZ(z) =


0, z < −1
1+z

2 , −1 ≤ z < 1

1, z ≥ 1

∴ fZ(z) =
dFZ(z)

dz

{
1
2 , |z| ≤ 1

0, αλλού

∆ηλαδή, η τ.µ. Z είναι οµοιόµορφη µε πεδίο τιµών το [−1, 1].

Σχήµα 8: Ερώτηµα 4β.

(γʹ) Βλέπουµε ότι όταν Z > 0, η τ.µ. X παίρνει τιµές στο διάστηµα [0, 1] και εποµένως Y = +1 µε
ϐεβαιότητα. Εποµένως,

P (Y > 0/Z > 0) = 1.

Με άλλα λόγια :

P (Y > 0/Z > 0) =
P (Y > 0 ∩ Z > 0)

P (Z > 0)
=
P (0 ≤ X ≤ 1 ∩ 0 ≤ X ≤ 1)

P (0 ≤ X ≤ 1)
= 1.


