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Θέµα 1 - 35 µονάδες. Ο Παύλος κάνει διακοπές στο Monte Carlo. Κάθε ϐράδυ µπαίνει στο καζίνο
µε X ευρώ στην τσέπη, όπου η συνεχής τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X έχει την συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας (σ.π.π.), fX(x), που ϕαίνεται στο Σχήµα 1. Το ποσό Y που έχει στην τσέπη του όταν
ϕεύγει από το καζίνο τις πρωινές ώρες ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µε τιµές µεταξύ 0 και 2
ϕορές το ποσό µε το οποίο µπήκε στο καζίνο.
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Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση για τη σ.π.π. της τ.µ. X του ϑέµατος 1.

(α) (4 µονάδες) ∆ώστε την αναλυτική έκφραση για την σ.π.π., fX(x), της τ.µ. X.
(ϐ) (4 µονάδες) Υπολογίστε τη µέση τιµή, E[X], και την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(x),
της τ.µ. X.
(γ) (4 µονάδες) Ερµηνεύοντας την δεύτερη πρόταση της εκφώνησης, δώστε την αναλυτική έκφραση
για τη δεσµευµένη σ.π.π., fY |X(y|x), της Y δεδοµένης της X.
(δ) (5 µονάδες) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. των X και Y .
Τι κατανοµή ακολουθούν από κοινού οι X και Y ;
(ε) (5 µονάδες) Υπολογίστε την σ.π.π. της τ.µ. Y καθώς και την µέση τιµή της Y . Ποιο είναι το
µέσο κέρδος του Παύλου στο τέλος των διακοπών του ;
(στ) (6 µονάδες) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι κάποιο τυχαίο ϐράδυ ο Παύλος ϑα ϕύγει κερδι-
σµένος από το καζίνο.
(Ϲ) (7 µονάδες) ∆εδοµένου ότι κάποιο ϐράδυ ο Παύλος έφυγε µε 20 ευρώ από το καζίνο, µε ποια
πιθανότητα είχε στην τσέπη του µεταξύ 30 και 40 ευρώ όταν έµπαινε στο καζίνο εκείνο το ϐράδυ ;

Θέµα 2 - 25 µονάδες. Η Κατερίνα και ο Ανδρέας έχουν ϱαντεβού στο αγαπηµένο τους εστιατόριο.
Καθένας ϕτάνει στο σηµείο συνάντησης κάποια στιγµή µεταξύ 8 και 9, ανεξάρτητα από τον άλλο. Ο
χρόνος άφιξης της Κατερίνας είναι η τ.µ. X ενώ ο χρόνος άφιξης του Ανδρέα είναι η τ.µ. Y . Οι X
και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ., οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο διάστηµα της µίας ώρας : X ∼ U [0, 1]
και Y ∼ U [0, 1].

(α) (4 µονάδες) ∆ώστε την αναλυτική έκφραση καθώς και την γραφική παράσταση της από κοινού
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. X και Y .
(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι η Κατερίνα ϕτάνει πρώτη στο ϱαντεβού.
(γ) (5 µονάδες) ΄Εστω Z ο χρόνος άφιξης του πιο αργοπορηµένου. Υπολογίστε τη σ.π.π., fZ(z), και
τη µέση τιµή, E[Z], της Z.
(δ) (5 µονάδες) ΄Εστω W ο χρόνος άφιξης του πρώτου. Υπολογίστε τη σ.π.π., fW (w), και τη µέση
τιµή, E[W ], της W .
(ε) (6 µονάδες) Η δύο ϕίλοι αποφασίζουν ότι ϑα περιµένουν ο ένας τον άλλο το πολύ 30 λεπτά,
δηλαδή όποιος ϕτάσει πρώτος ϑα ϕύγει αν ο άλλος δεν εµφανιστεί µέσα σε 30 λεπτά. Υπολογίστε
την πιθανότητα ότι οι δύο ϕίλοι ϑα ϕάνε µαζί.
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Θέµα 3 - 15 µονάδες. Κανονική Κατανοµή.

(α) (7 µονάδες) Η τ.µ. X ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ = −4 και διασπορά
σ2 = 9: X ∼ N(−4, 9). Υπολογίστε τις ακόλουθες πιθανότητες εκφράζοντας την απάντησή σας ϐά-
σει τιµών της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής, Φ(x): (i) P (X ≥ 10),
(ii) P (X2 < 900), (iii) P (X = −4).

(ϐ) (8 µονάδες) Οι τ.µ. X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές µε µέσες τιµές µX = µY = 0,
διασπορές σ2X = 12, σ2Y = 7, και συνδιασπορά cov(X,Y ) = −1. Ορίζουµε τη νέα Γκαουσιανή τ.µ.
Z = X − 3Y . Υπολογίστε την πιθανότητα P (Z < 5).

Θέµα 4 - 25 µονάδες. ΄Εστω X συνεχής τ.µ. οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα τιµών [0,2].
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Σχήµα 2: Οι δύο µετασχηµατισµοί της τ.µ. X του ϑέµατος 4.

(α) (7 µονάδες) Ορίζουµε την τ.µ. Y = g(X), όπου η συνάρτηση g(X) είναι ο λεγόµενος ¨τετραγω-
νικός παλµός¨ που ϕαίνεται στο Σχήµα 2. Είναι η τ.µ. Y διακριτή ή συνεχής ; Να υπολογίσετε και
να δώσετε τη γραφική παράσταση της κατανοµής της.

(ϐ) (10 µονάδες) Ορίζουµε την τ.µ. Z = h(X), όπου η συνάρτηση h(X) είναι ο λεγόµενος ¨τριγω-
νικός παλµός¨ που ϕαίνεται στο Σχήµα 2. Είναι η τ.µ. Z διακριτή ή συνεχής ; Να υπολογίσετε και
να δώσετε τη γραφική παράσταση της κατανοµής της. Βοήθεια : Υπολογίστε πρώτα την αθροιστική
συνάρτηση κατανοµής, FZ(z), της Z.

(γ) (8 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (Y > 0|Z > 0).


