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΄Ασκηση 1.

(αʹ) Σύµφωνα µε το αξίωµα της κανονικοποίησης, ϑα πρέπει το άθροισµα των πιθανοτήτων όλων
των ενδεχόµενων µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής να ισούται µε 1, δηλαδή:

1 =

2∑
x=−2

pX(x) =
1

c
(2 + 1 + 0 + 1 + 2) =

6

c

⇒ c = 6

(ϐʹ) ΄Εχουµε:

E[X] =
∑
x

x · pX(x) =

2∑
x=−2

x
|x|
6

=
1

6
[−2 · 2 + (−1) · 1 + 0 · 0 + 1 · 1 + 2 · 2]

= 0.

Γενικά, κάθε τυχαία µεταβλητή X µε άρτια ΣΠΠ πρέπει να έχει E[X] = 0.
Σηµείωση: µια συνάρτηση λέγεται άρτια αν f(x) = f(−x), δηλαδή είναι συµµετρική γύρω
από τον άξονα των y.

(γʹ) Αφού E[X] = 0, έχουµε Z = X2. Συνεπώς:

pZ(z) = P ({Z = z}) = P ({X2 = z}).

Εφόσον το X µπορεί να πάρει τις τιµές ±1, ±2 (µε µη-αρνητική πιθανότητα), η τ.µ. Z = X2

µπορεί να πάρει µόνο τις τιµές 1, 4.
΄Αρα

pZ(z) = P ({X2 = z}) = pX(−
√
z) + pX(

√
z) =

|−
√
z|

6
+
|
√
z|
6

=

√
z

3
, για z = 1, 4

(δʹ) Η διασπορά µιας τ.µ. X δίδεται από τον τύπο

var(X) = E{(X − E[X])2} = E[Z]

=
∑
z=1,4

z · pZ(z)

= 4 ·
√
4

3
+ 1 ·

√
1

3
= 3.
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(εʹ) Θα πρέπει να προσθέσουµε το άθροισµα των x µε µη-µηδενική πιθανότητα:

var(X) =
∑

x=±2,±1
(x− E[X])2pX(x) = (−2)2pX(−2) + (−1)2pX(−1) + 12pX(1) + 22pX(2)

= 4 · 2
6
+ 1 · 1

6
+ 4 · 2

6
+ 1 · 1

6

=
8 + 1 + 1 + 8

6
= 3.

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Το πακέτο επιστρέφεται αν περισσότερα από 1 CD’s ϐρεθούν ελαττωµατικά. Κάθε πακέτο
περιέχει 10 ανεξάρτητα CD’s, έστω n = 10. Η πιθανότητα ένα CD να είναι ελαττωµατικό
είναι σταθερή και ίση µε p = 0.01. Αφού η πιθανότητα p είναι µικρή, ϑα µπορούσαµε να
χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή Poisson, όµως εδώ το πρόβληµα δε µας Ϲητάει προσέγγιση
άρα χρησιµοποιούµε τη ∆ιωνυµική κατανοµή.

P (X > 1) = 1− P (X ≤ 1)

= 1− P (X = 1)− P (X = 0)

= 1−
(
10

1

)
(0.01)1(0.99)9 −

(
10

0

)
(0.01)0(0.99)10

= 0.0043

Αν επιλέγαµε να χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή Poisson ϑα έπρεπε να πάρουµε

λ = n · p = 10 · 0.01 = 0.1

και

P (X > 1) = 1− P (X ≤ 1)

= 1− P (X = 1)− P (X = 0)

= 1− e−0.1(0.1)1

1!
− e−0.1(0.1)0

0!
= 1− 1.1 e−0.1

= 0.0047

Παρατηρούµε ότι η Poisson προσεγγίζει µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια (4ου δεκαδικού ψηφίου)
τη ∆ιωνυµική.

(ϐʹ) ΄Εχουµε n = 3 ανεξάρτητα πακέτα. Γνωρίζουµε ότι η πιθανότητα επιστροφής ενός πακέτου
είναι ίση µε 0.0043. Αυτή είναι η πιθανότητα επιτυχίας p = 0.0043 και είναι σταθερή. Ο-
ϱίζουµε την τ.µ. X, η οποία εκφράζει τον αριθµό των πακέτων (από το σύνολο των 3), που
επιστρέφουµε. Ζητείται λοιπόν η P (X = 1).
Σύµφωνα µε το µοντέλο της ∆ιωνυµικής κατανοµής ϑα έχουµε:

P (X = 1) =

(
3

1

)
(0.0043)1(0.9957)2 = 0.0128
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΄Ασκηση 3.

΄Εστω X η τ.µ. που εκφράζει το πλήθος των ϱίψεων ως την πρώτη κορώνα. Η X ακολουθεί
γεωµετρική κατανοµή µε παραµετρο p = 0.5 και ΣΠΠ:

pX(k) = (1− p)k−1p =
(
1

2

)k

.
Το κέρδος είναι Y = 2k και έχει την ίδια ΣΠΠ µε την X.
΄Ετσι,

E[Y ] =
∞∑
k=1

ypY (k) =
∞∑
k=1

2k
(
1

2

)k

=

∞∑
k=1

1 =∞

Εσείς πόσα χρήµατα ϑα επενδύατε για ένα παιχνίδι µε άπειρο αναµενόµενο κέρδος ;

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Πρέπει να ισχύει :
2∑

x=1

3∑
y=1

p(x, y) = 1

Συνεπώς,

1 =
2∑

x=1

3∑
y=1

c(x+ y) = c

 2∑
x=1

3∑
y=1

x+
3∑

y=1

2∑
x=1

y


= c

3
2∑

x=1

x+ 2
3∑

y=1

y

 = c(3 · 3 + 2 · 6) = 21c

΄Αρα, c = 1
21

(ϐʹ)

pX(x) =

3∑
y=1

p(x, y) =
1

21

3∑
y=1

(x+ y) =
3x+ 6

21
, x = 1, 2

pY (y) =

2∑
x=1

p(x, y) =
1

21

2∑
x=1

y(x+ y) =
3 + 2y

21
, y = 1, 2, 3

(γʹ) ΄Εχουµε

p(1, 1) =
1 + 1

21
=

2

21

pX(1) · pY (1) =
9

21
· 5
21

=
5

49

΄Αρα p(x, y) 6= pX(x) · pY (y) και έτσι οι τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.
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΄Ασκηση 5.

Αν η τ.µ. X εκφράζει τη ϑερµοκρασία σε ϐαθµούς Κελσίου, τότε η ϑερµοκρασία σε Φαρενάιτ ϑα
εκφράζεται από την Y = 32 + 9

5X.
΄Αρα

E[Y ] = 32 +
9

5
E[X] = 32 + 18 = 50.

Επίσης,

var(Y ) =

(
9

5

)2

var(X) =

(
9

5

)2

σ2X =

(
9

5
10

)2

⇒ σY =
√
var(Y ) =

9

5
10 = 18

Συνεπώς µία τυπική ηµέρα σε Φάρενάιτ είναι αυτή για την οποία η ϑερµοκρασία ϑα ϐρίσκεται στο
πεδίο τιµών [32, 68].

΄Ασκηση 6.

΄Εστω n ο Ϲητούµενος αριθµός παιδιών που πρέπει να αποκτήσει η οικογένεια. ΄Εστω X η τυχαία
µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των αγοριών που έχει αποκτήσει η οικογένεια στο σύνολο των
n παιδιών και Y η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των κοριτσιών που έχει αποκτήσει
η οικογένεια στο σύνολο των n παιδιών.
Ισχύει ότι οι τ.µ. X και Y είναι ∆ιωνυµικές µε παραµέτρους

(
n, 12

)
και

(
n, 12

)
αντίστοιχα. Επιπλέον,

X + Y = n.
Είναι

P (X ≥ 1, Y ≥ 1) = P (X ≥ 1, n−X ≥ 1) = P (1 ≤ X ≤ n− 1) = 1− P (X = 0)− P (X = n)

= 1−
(
n

0

)(
1

2

)n

−
(
n

n

)(
1

2

)n

= 1− 1

2n−1

Πρέπει 1 − 1
2n−1 ≥ 0.9 ⇒ n ≥ 1 − ln(0.1)

ln(2) ≈ 4.32. Εποµένως, η οικογένεια ϑα πρέπει να έχει
τουλάχιστον πέντε παιδιά.

΄Ασκηση 7.

Αφού ο Κώστας πάντα ποντάρει στα νούµερα 1 ως 12, τα οποία καταλαµβάνουν 12 από τις συνολικά
38 διαθέσιµες ϑέσεις στη ϱουλέτα, η πιθανότητα επιτυχίας (νίκης) είναι p = 12

38 .

(αʹ) Τα πρώτα 5 πονταρίσµατα σχηµατίζουν ένα πεπερασµένο σύνολο από n = 5 προσπάθειες.
Κάθε γύρισµα της ϱουλέτας είναι ανεξάρτητο και η πιθανότητα επιτυχίας p είναι σταθερή.
Θα χρησιµοποιήσουµε λοιπόν τη ∆ιωνυµική κατανοµή. Ορίζουµε την τ.µ. X ως τον αριθµό
των πονταρισµάτων τα οποία κερδίζει ο Κώστας. Τότε :

P (X = 0) =

(
5

0

)(
12

38

)0(26

38

)5

=

(
26

38

)5

≈ 0.15

Θα µπορούσαµε όµως να λύσουµε το συγκεκριµένο πρόβληµα και χρησιµοποιώντας την α-
νεξαρτησία. ΄Εστω K το γεγονός ότι ο Κώστας κερδίζει το ποντάρισµα. Χρησιµοποιώντας
ανεξαρτησία, η πιθανότητα ότι ο Κώστας χάνει τα πρώτα 5 πονταρίσµατα ϑα είναι

P (KcKcKcKcKc) =

(
26

38

)5

≈ 0.15.



ΗΥ-217- Θεωρία Πιθανοτήτων - Χειµερινό Εξάµηνο 2015-16/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 5

(ϐʹ) Υπάρχουν 3 διαφορετικές διατυπώσεις αυτού του προβλήµατος

• 1ος τρόπος

Αρχικά ας αντιµετωπίσουµε αυτό το πρόβληµα διαισθητικά. Το ότι ο Κώστας κερδίζει στο
4o ποντάρισµα σηµαίνει ότι χάνει τα πρώτα 3 πονταρίσµατα και κερδίζει το 4o.
Συνεπώς,

P (KcKcKcK) =

(
26

38

)(
26

38

)(
26

38

)(
12

38

)
=

(
26

38

)3(12

38

)
≈ 0.1012

• 2ος τρόπος

Το πρόβληµα ϑα µπορούσε επίσης να λυθεί χρησιµοποιώντας Γεωµετρική κατανοµή.
΄Εστω η τ.µ. X ο αριθµός των δοκιµών/πονταρισµάτων µέχρι την πρώτη επιτυχία/νίκη.
Τότε :

P (X = i) = (1− p)i−1p

Επιπλέον,

P (X = 4) =

(
26

38

)3(12

38

)
≈ 0.1012

• 3ος τρόπος

Αυτό το πρόβληµα ϑα µπορούσε να ερµηνευθεί και ως ¨η n-οστή προσπάθεια είναι η
r-οστή νίκη¨. Από αυτή τη σκοπιά ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε την αρνητική
διωνυµική κατανοµή. Αλλά αφού εδώ r = 1, ερχόµαστε ξανά στην περίπτωση της Γεω-
µετρικής κατανοµής.
΄Εστω X ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία, τότε :

P (X = n) =

(
n− 1

r − 1

)
pr(1− p)n−r, n = r, r + 1, ...

Εδώ, n = 4, r = 1 και έχουµε:

P (X = 4) =

(
4− 1

1− 1

)(
12

38

)1(
1−

(
12

38

))4−1

=

(
3

0

)(
12

38

)(
26

38

)3

=

(
12

38

)(
26

38

)3

= ≈ 0.1012

΄Ασκηση 8.

(αʹ) ΄Εστω η τ.µ. Xi, η οποία εκφράζει το κέρδος του κ. Τάδε στο i-οστό παιχνίδι. Σε κάθε παιχνίδι,
αν κερδίσει, που συµβαίνει µε πιθανότητα 1

38 , Xi = 35, αλλιώς Xi = −1. ΄Αρα η τ.µ. Xi έχει
την παρακάτω ΣΠΠ:

pXi(x) =


1
38 , x = 35
37
38 , x = −1
0, αλλίως
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Η µέση τιµή της X είναι :

E[X] = 35 · 1
38
− 1 · 37

38
= − 2

38
.

Το κέρδος X από τα πρώτα 36 παιχνίδια είναι το άθροισµα των κερδών από κάθε παιχνίδι,
X =

∑36
i=1Xi. Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας για τη µέση τιµή έχουµε:

E[X] = E

[
36∑
i=1

Xi

]
=

36∑
i=1

E[Xi]

= 36 ·
(
− 2

38

)
= −36

39
≈ −1.8947.

(ϐʹ) Αν ο κ. Τάδε κέρδιζε 1 ϕορά και έχανε 35 ϕορές στα 36 παιχνίδια, το κέρδος του ϑα ήταν
35− 1 · 35 = 0, και δε ϑα έχανε χρήµατα. Αν κέρδιζε περισσότερες από µία ϕορές, το κέρδος
του ϑα ήταν (σύµφωνα µε τα παραπάνω) ϑετικό. ΄Ετσι ο µόνος τρόπος για να χάνει ο κ. Τάδε
χρήµατα µετά το 36ο παιχνίδι είναι να χάσει όλα τα παιχνίδια. Αφού τα παιχνίδια είναι µεταξύ
τους ανεξάρτητα, η πιθανότητα να χαθούν όλα είναι :

pχάνει =

(
37

38

)36

≈ 0.38287.

(γʹ) ΄Οταν καταλήγει να χάνει χρήµατα που συµβαίνει µε πιθανότητα pχάνει, χάνει 20e, αλλιώς
κερδίζει 20eαπό τον κ. Καλόφιλο. Αν η τ.µ. K εκφράζει το κέρδος του σε αυτό το ποντάρισµα,
η ΣΠΠ της K είναι :

pK(k) =


pχάνει, k = −20
1− pχάνει, k = 20

0, αλλίως

και η αντίστοιχη µέση τιµή είναι :

E[K] = −20pχάνει + 20(1− pχάνει)
≈ −20 · 0.38287 + 20 · (1− 0.38287)

= 4.6852.

(δʹ) Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας έχουµε:

E[X +K] = E[X] + E[K] ≈ −1.8947 + 4.6852 = 2.7905

και έτσι ο κ. Τάδε κερδίζει 2.79e ανά 36 παιχνίδια. ∆ηλαδή τελικά ϐγάζει χρήµατα από τη
ϱουλέτα ! Από ότι ϕαίνεται ο κ. Καλόφιλος πρέπει να ϑεραπευτεί πρώτος...


