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΄Ασκηση 1.
Ισχύουν τα παρακάτω:

A: Το άθροισµα των Ϲαριών είναι άρτιο

B: Σε µια ϱίψη έχουµε ϕέρει τουλάχιστον έναν άσσο

C: Το άθροισµα των Ϲαριών να είναι 4

A = {(1, 1), (1, 3), (1, 5), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (4, 2)(4, 4),

(4, 6), (5, 1), (5, 3), (5, 5), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}
B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1)}

C = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}

(α) AB = {(1, 1), (1, 3), (1, 5), (3, 1), (5, 1)}

(ϐ) A ∪ B: Συµβαίνει όταν το άθροισµα των Ϲαριών είναι άρτιο ή όταν τουλάχιστον ένα από τα δύο

Ϲάρια προσγειώνεται στον άσσο.

A ∪B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 1), (3, 3), (3, 5),

(4, 1), (4, 2)(4, 4), (4, 6), (5, 1), (5, 3), (5, 5), (6, 1), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}

(γ) ABc
: Συµβαίνει όταν κανένα από τα δύο Ϲάρια δεν προσγειώνεται στον άσσο, ενώ το αποτέλεσµα

είναι άρτιο.

ABc = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 5), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (5, 3), (5, 5), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}

(δ) ABC: Συµβαίνει όταν το άθροισµα των Ϲαριών είναι άρτιο, έχουµε ϕέρει τουλάχιστον έναν άσσο

και το άθροισµα των δύο Ϲαριών είναι 4.

ABC = {(1, 3), (3, 1)}

΄Ασκηση 2.
Θεωρούµε τα ενδεχόµενα:

Ε : Να ϐρεθεί ένα ελαττωµατικό CD.

Κ: Να ϐρεθεί ένα καλό CD.

Το δενδρικό διάγραµµα του πειράµατος τύχης είναι :

(α) Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος γίνεται :

Ω = {KKKK,KKKE,KKEK,KKEE,KEKK,KEKE,KEE,EKKK,EKKE,EKE,EE}
(ϐ)
(i) Το πολύ ένα ελαττωµατικό CD:

E = {KKKK,KKKE,KKEK,KEKK,EKKK}
(ii) Ακριβώς δύο ελαττωµατικά CD:

F = {KKEE,KEKE,KEE,EKKE,EKE,EE}

(iii) Να ελεγχθούν συνολικά 4 CD:

G = {KKKK,KKKE,KKEK,KKEE,KEKK,KEKE,EKKK,EKKE}
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Σχήµα 1: ∆ενδρική Αναπαράσταση σχήµατος ερωτήµατος 2(α)

(γ)
Να ϐρεθούν ακριβώς 2 ελαττωµατικά CD και να ελεγχθούν συνολικά 4 CD:

F ∩G = {KKEE,KEKE,EKKE}
Να ελεγχθούν συνολικά 4 CD, αλλά να ϐρεθούν περισσότερα από 1 ελαττωµατικό :

G− E = F ∩G.

΄Ασκηση 3.
(α) Τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου του πειράµατος είναι : N(Ω) = x+ (x+ 2)2 = x2 + 5x+ 4
Οι Ϲητούµενες πιθανότητες είναι :

P (A) =
x

x2 + 5x+ 4
,

και :

P (M) =
x2 + 4x+ 4

x2 + 5x+ 4
,

(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

P (M) = P (A) +
4

5
x2 + 4x+ 4

x2 + 5x+ 4
=

x

x2 + 5x+ 4
+

4

5
⇔

5(x2 + 4x+ 4) = 5x+ 4(x2 + 5x+ 4)⇔
5x2 + 20x+ 20 = 5x+ 4x2 + 20x+ 16⇔

x2 − 5x+ 4 = 0⇔
x = 1 ή x = 4

Για x = 1, τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου είναι : N(Ω) = 10. Οπότε η τιµή x = 1 απορρίπτεται,

διότι πρέπει N(Ω) > 15.
Για x = 4, τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου γίνονται N(Ω) = 40, η οποία τιµή είναι δεκτή.

Η πιθανότητα επιλογής µαύρης σφαίρας, για x = 4 γίνεται : P (M) = 9/10 .
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(γ) Θεωρούµε ως συνάρτηση του x, ∀x > 0, την πιθανότητα επιλογής άσπρης σφαίρας :

f(x) =
x

x2 + 5x+ 4
,

Οπότε έχουµε:

f ′(x) =
(x)′(x2 + 5x+ 4)− x(x2 + 5x+ 4)′

(x2 + 5x+ 4)2

=
x2 + 5x+ 4− 2x2 − 5x

(x2 + 5x+ 4)2

=
−x2 + 4

(x2 + 5x+ 4)2

= − (x− 2)(x+ 2)

(x2 + 5x+ 4)2

΄Εχουµε ότι :

Για x > 2⇔ f ′(x) < 0
Για x < 2⇔ f ′(x) > 0
Εποµένως, για x = 2, η f παρουσιάζει ολικό µέγιστο. Συνεπώς, η πιθανότητα να επιλέξουµε άσπρη

σφαίρα µεγιστοποιείται.

(δ) Για x = 2 έχουµε 2 άσπρες και 16 µαύρες σφαίρες µέσα στο κουτί. Κατασκευάζουµε το

παρακάτω δενδρικό διάγραµµα:

Σχήµα 2: ∆ενδρική Αναπαράσταση σχήµατος ερωτήµατος 3(δ)

Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος γίνεται :

Ω = {AAM,AMA,AMM,MAA,MAM,MMA,MMM}

΄Ασκηση 4.

(α) Εξετάζουµε τα ενδεχόµενα A και G. Αθροίζοντας τους ϕοιτητές που παρακολουθούν και το

µάθηµα της Φυσικής και της Χηµείας έχουµε: 340 + 240 = 580 > 400. Το ενδεχόµενο της τοµής

των A, G είναι : A ∩ G 6= ∅. Εποµένως υπάρχουν ϕοιτητές που παρακολουθούν και τα δύο

µαθήµατα. Οπότε τα ενδεχόµενα A και G δεν είναι ασυµβίβαστα.
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(ϐ) Ισχύει ότι G−A ⊆ G, οπότε :

P (G−A) ≤ P (G)⇔ P (G) =
240

400
=

3

5

⇔ P (G−A) ≤ 3

5

(γ) Ζητούµε την πιθανότητα του ενδεχοµένου A−G.

Γνωρίζουµε ότι :

P (A ∪G) = 1⇔
P (A) + P (G)− P (A ∩G) = 1⇔
P (A ∩G) = P (A) + P (G)− 1⇔

P (A ∩G) =
340

400
+

240

400
− 1⇔

P (A ∩G) =
9

20

΄Αρα:

P (A−G) = P (A)− P (A ∩G) =
34

40
− 9

20
=

2

5

(δ) Ζητούµε την πιθανότητα του ενδεχοµένου: (A−G) ∪ (G−A).
΄Εχουµε ότι :

P [(A−G) ∪ (G−A)] = P (A−G) + P (G−A)

= P (A)− P (A ∩G) + P (G)− P (A ∩G)

= P (A) + P (G)− 2P (A ∩G)

=
340

400
+

240

400
− 2 · 9

20
=

11

20

΄Ασκηση 5.
(α) ΄Εχουµε ότι :

P (Ω) =

∞∑
i=1

P ({i}) =
1

2

∞∑
i=0

2−i =
1

2

∞∑
i=0

1

2i
=

1

2

1

1− 1/2
=

1

2
· 2 = 1

(ϐ) Οι Ϲητούµενες πιθανότητες γίνονται :

(i)

P (A) = P ({2, 3, 4}) = P ({2}) + P ({3}) + P ({4}) (1)

= 2−2 + 2−3 + 2−4 =
1

22
+

1

23
+

1

24
=

7

16
(2)

(ii)

P (B) = P ({1, 3, 5, · · · }) =
∞∑
i=0

P ({2i+ 1}) =
∞∑
i=0

(1

2

)2i+1

=
1

2

∞∑
i=0

(1

4

)i
=

1

2

1

1− 1/4
=

2

3
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(iii)

P (Γ) = P ({2, 4, 6, · · · }) = 1− P (B) = 1− 2

3
=

1

3

΄Ασκηση 6.
Ζητείται να υπολογίσουµε την πιθανότητα του ενδεχοµένου: Ac ∩Bc

. Παρατηρούµε ότι το ενδεχό-

µενο : A ∩B = ∅
΄Εχουµε ότι :

P (Ac ∩Bc) = P ((A ∪B)c) = 1− P (A ∪B)

= 1− [P (A) + P (B)− P (A ∩B)]

= 1− (0.45 + 0.30)

= 1− 0.75

= 0.25

΄Ασκηση 7.
Προσδιορίζουµε τις πιθανότητες των απλών ενδεχοµένων ως εξής :

α = P ({1}) = P ({3}) = P ({5})
β = P ({2}) = P ({4}) = P ({6})

Οι έδρες του µε περιττό αριθµό έχουν διπλάσια πιθανότητα εµφάνισης από τις έδρες µε άρτιο αριθµό.

Εποµένως :

α = 2 · β

Σύµφωνα µε τα αξιώµατα της Προσθετικότητας (additivity) και της Κανονικοποίησης (normalization),
ϑα έχουµε ότι :

1 = 3α+ 3β ⇔
1 = 3 · (2β) + 3β ⇔

1 = 6β + 3β ⇔
1 = 9β ⇔
β = 1/9

Εποµένως, α = 2/9, και η Ϲητούµενη πιθανότητα γίνεται :

P ({5, 6}) =
2

9
+

1

9
=

1

3


