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Θέµα 1 - 15 µονάδες. ΄Εστω δύο ξένα µεταξύ τους γεγονότα A και B µε πιθανότητες P (A) = 1/2
και P (B) = 1/6, αντίστοιχα. Αν P (C | A) = 1/7 και P (C | A ∪B) = 3/14, υπολογίστε τη δεσµευ-
µένη πιθανότητα P (C | B).

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Μία συστοιχία διακοµιστών (server cluster) περιέχει 20% νέους και 80%
παλιούς διακοµιστές. Υποθέτουµε ότι το πλήθος των εργασιών που οι χρήστες υποβάλουν σε κάθε
διακοµιστή σε ένα δευτερόλεπτο ακολουθεί Poisson κατανοµή µε µέση τιµή 2 εργασίες. ΄Ενας νέος
διακοµιστής χαλάει αν το πλήθος των εργασιών που του υποβάλλονται υπερβεί τις 3, ενώ ένας παλιός
διακοµιστής χαλάει αν το πλήθος των εργασιών που του υποβάλλονται υπερβεί την 1.

(α) ΄Ενας ϕοιτητής επιλέγει τυχαία ένα διακοµιστή για να υποβάλει την εργασία του. Ποια είναι η
πιθανότητα ο διακοµιστής να είναι χαλασµένος ;

(ϐ) Αν ο τυχαία επιλεγµένος διακοµιστής είναι χαλασµένος, ποια είναι η πιθανότητα ότι πρόκειται
για παλιό διακοµιστή ;

Οι επανειληµµένες ϐλάβες οδηγούν τους διαχειριστές του συστήµατος να αντικαταστήσουν τους µι-
σούς παλιούς διακοµιστές µε νέους. Μετά την αντικατάσταση,

(γ) ποια είναι η πιθανότητα να είναι χαλασµένος ένας τυχαία επιλεγµένος διακοµιστής ; Πόσο έχει
ϐελτιωθεί η κατάσταση σε σχέση µε το (α);

(δ) αν ο τυχαία επιλεγµένος διακοµιστής είναι χαλασµένος, ποια είναι η πιθανότητα ότι πρόκειται
για νέο διακοµιστή ;

Θέµα 3 - 20 µονάδες. ΄Οταν πατάτε το "CALL" στο κινητό σας, αυτό στέλνει ένα σήµα CIS (Call
Initiate Signal) στον πιο κοντινό σταθµό ϐάσης (base station). Το τηλέφωνό σας περιµένει την από-
κριση του σταθµού ϐάσης για ένα προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα. Αν λάβει απάντηση, τότε η
κλίση σας αρχίζει. Αν δεν λάβει απάντηση, τότε στέλνει ξανά το CIS. Αν δεν λάβει καµία απάντηση
µετά από n προσπάθειες, σταµατά να προσπαθεί και σας δίνει busy signal.

Υποθέτουµε ότι όλες οι CIS µεταδόσεις είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και ότι κάθε µετάδοση λαµ-
ϐάνει απάντηση µε πιθανότητα p. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X ως το πλήθος των CIS
µεταδόσεων πριν την κλίση.

(α) Υπολογίστε το πεδίο τιµών και τη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα να πάρετε busy signal.

(γ) ΄Εστω p = 0.9. Αν ο πάροχος κινητής τηλεφωνίας επιθυµεί η πιθανότητα µε την οποία λαµβάνετε
busy signal να είναι µικρότερη ή ίση µε 0.001, ποια είναι η ελάχιστη τιµή της παραµέτρου n
(πλήθος προσπαθειών) που πρέπει να χρησιµοποιήσει ; Για αυτήν την τιµή του n, υπολογίστε το
αναµενόµενο πλήθος των CIS µεταδόσεων.
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Θέµα 4 - 20 µονάδες. Σε ένα παιχνίδι τύχης ϱίχνετε ένα δίκαιο Ϲάρι. Αν ϕέρετε έξι (¨6¨), κερδίζετε
10 ευρώ. ∆ιαφορετικά, χάνετε 2 ευρώ. Για παράδειγµα, αν παίξετε 10 ϕορές και 4 από αυτές ϕέρετε
το έξι, το συνολικό σας κέρδος ϑα είναι 28 (= 4× 10− 6× 2). Υποθέτουµε ότι τα αποτελέσµατα των
ϱίψεων είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους.

Ορίζουµε την τ.µ. X ως το πλήθος των ¨6¨ που ϕέρνετε στις n προσπάθειες. Ορίζουµε και την τ.µ.
Z ως το συνολικό σας κέρδος.

(α) Παίζετε το παιχνίδι 10 ϕορές. Περιγράψτε πλήρως την τ.µ. X. Ποια είναι η E[X] και E[X2];

(ϐ) Παίζετε το παιχνίδι 10 ϕορές. Υπολογίστε το αναµενόµενο κέρδος σας, E[Z].

(γ) Υποθέστε τώρα ότι παίζετε συνέχεια µέχρις ότου κερδίσετε για πρώτη ϕορά (δηλαδή, µέχρις ότου
ϕέρετε ¨6¨ για πρώτη ϕορά). Ορίζουµε την τ.µ. Y ώς τον αριθµό του γύρου στον οποίο κερδίζετε για
πρώτη ϕορά. Περιγράψτε πλήρως την τ.µ. Y . Ποια είναι η µέση τιµή της E[Y ];

(δ) Υποθέστε τώρα ότι παίζετε συνέχεια µέχρις ότου ϕέρετε 5 ϕορές ¨6¨. Ποιο είναι το αναµενόµενο
κέρδος σας σε αυτή την περίπτωση ; Σχολιάστε το αποτέλεσµα.

Βοήθεια: Εντάξει, όλοι καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για ένα πείραµα αναξάρτητων δοκιµών Ber-
noulli. Για όσους δεν είχαν χώρο στο σκονάκι τους, ορίστε κάποια ϐασικά:

(i) Αν η W είναι ∆ιωνυµική, W ∼ ∆(n, p), τότε E[W ] = np και var(W ) = np(1− p).
(ii) Αν η W είναι Γεωµετρική, W ∼ Geo(p), τότε E[W ] = 1

p και var(W ) = 1−p
p2

.

(iii) Αν η W είναι Pascal τάξης r, W ∼ Pascal(r, p), τότε E[W ] = r
p και var(W ) = r(1−p)

p2
.

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Οι τ.µ. X και Y έχουν την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.):

pX,Y (x, y) =

{
cxy αν x ∈ {2, 3, 5} και y ∈ {2, 3}
0 αλλιώς.

(α) Ποια είναι η τιµή της σταθεράς c;
(ϐ) Ποια είναι η P (Y < X);
(γ) Ποια είναι η P (Y > X);
(δ) Ποια είναι η P (Y = X);
(ε) Βρείτε τις περιθωριακές σ.π. των X και Y .
(στ) Ποια είναι η P (X = 5);
(Ϲ) Βρείτε τις µέσες τιµές των X και Y .
(η) Βρείτε τις διασπορές των X και Y .


