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΄Ασκηση 1.

(α΄) Από την εκφώνηση, αναγνωρίζουµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε n = 6 και
p = 2/3

X ∼ ∆(n = 6, p = 2/3).

Η σ.π. είναι

pX(k) =

(
6

k

)(2

3

)k(1

3

)6−k
; k = 0, 1, . . . , 6.

(ϐ΄) E[X] = n · p = 6 · 2

3
= 4 ϐαγόνια.

(γ΄) P ({δεν υπάρχει συρµός}) = P (X = 0) = pX(0) =

(
6

0

)(2

3

)0(1

3

)6
=

1

729
= 0.001372.

(δ΄) Προφανώς το A συµβαίνει όταν Y ≤ 50X. Καθώς η X παίρνει τις τιµές 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , η 50X
παίρνει τις τιµές 0, 50, 100, 150, 200, 250, 300. Η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές 101, 102, . . . , 200.
Παρατηρούµε τα εξής :

(i) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 4, 5, ή 6 ϐαγόνια, είναι πάντα Y ≤ 50X και όλοι οι ταξιδιώτες
εξυπηρετούνται.

(ii) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 0, 1, ή 2 ϐαγόνια, Y > 50X και δεν µπορούν να εξυπηρετηθούν
όλοι οι ταξιδιώτες.

(iii) ΄Οταν ο συρµός έχει X = 3 ϐαγόνια µε χωρητικότητα 50X = 150 επιβατών, τότε εξυπηρε-
τούνται όλοι όταν 101 ≤ Y ≤ 150.

Συνεπώς, από τα (i),(ii),(iii) έχουµε ότι :

P (A) = P (X = 3) · P (101 ≤ Y ≤ 150) + P (X = 4) + P (X = 5) + P (X = 6)

= pX(3) ·
150∑

i=101

1

100
+ pX(4) + pX(5) + pX(6)

=

(
6

3

)(2

3

)3(1

3

)3
· 1

2
+

(
6

4

)(2

3

)4(1

3

)2
+

(
6

5

)(2

3

)5(1

3

)
+

(
6

6

)(2

3

)6(1

3

)0
= . . .

= 0.68.
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΄Ασκηση 2.

(α΄) Για να είναι η pX(k) µια έγκυρη σ.π. πρέπει
10+b∑

k=10−b
pX(k) = 1.

΄Εχουµε ότι :

10+b∑
k=10−b

1

20
|k − 10| = 2 ·

10+b∑
k=11

1

20
(k − 10) [λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10]

= 2 ·
b∑

m=1

1

20
m =

1

10

b∑
m=1

m [m = k − 10]

=
1

10

b(b+ 1)

2
=

b(b+ 1)

20
= 1

⇒ b = 4

Η γραφική παράσταση της pX(k) ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της σ.π. για το υποερώτηµα 3(α).

pX(k) =


0, k = 10

1/20, k = 9 ή 11
2/20, k = 8 ή 12
3/20, k = 7 ή 13
4/20, k = 6 ή 14

(ϐ΄) Προφανώς λόγω συµµετρίας της pX(k) γύρω από το k = 10,

E[X] = 10.

Επίσης,

E[X2] =
∑
k

k2pX(k) = 102·0+(92+112)· 1

20
+(82+122)· 2

20
+(72+132)· 3

20
+(62+142)· 4

20
= 110.

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 110− 102 = 10.



Πιθανότητες - 2014/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 3

(γ΄)

E[Y ] = E[10 · (25−X)2]

= E[6250− 500 ·X + 10 ·X2]

= 6250− 500 · E[X] + 10 · E[X2]

= 6250− 500 · 10 + 10 · 110 = 2350 e.

(δ΄)

P (10 ≤ X ≤ 12 | 10 ≤ X ≤ 15) =
P (10 ≤ X ≤ 12

⋂
10 ≤ X ≤ 15)

P (10 ≤ X ≤ 15)

=
P (10 ≤ X ≤ 12)

P (10 ≤ X ≤ 15)

=
0 + 1/20 + 2/20

0 + 1/20 + 2/20 + 3/20 + 4/20 + 0

=
3/20
10/20

= 0.3.

(ε΄) Από τη συµµετρία της pX(k) γύρω από το k = 10, έχουµε ότι

P (A) = 0.5.

Συνεπώς,
P (Ac) = 0.5.

Επίσης,
P (Bc) = 0.7.

Τα Α και Β είναι ανεξάρτητα, συνεπώς και τα Ac και Bc είναι ανεξάρτητα.
Τελικά,

P (AcBc) = P (Ac)P (Bc) = 0.5 · 0.7 = 0.35.

΄Ασκηση 3.

(α΄)

pX(x) =

3∑
y=1

pX,Y (x, y), x = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pX(x) =


4/9, x = 1

3/9, x = 2

2/9, x = 3

0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[X] =
3∑

x=1

x · pX(x) = 1 · 4

9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 2

9
=

16

9
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(ϐ΄) Οµοίως,

pY (y) =

3∑
x=1

pX,Y (x, y), y = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pY (y) =


2/9, y = 1

3/9, y = 2

4/9, y = 3

0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[Y ] =
3∑

y=1

y · pY (y) = 1 · 2

9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 4

9
=

20

9

(γ΄) ΄Εχουµε ότι :

PY |A(y) =
P (Y = y, A)

P (A)

όπου,

P (A) = P (X ≤ 2) =
2∑

i=1

pX(x)

= pX(1) + pX(2)

=
4

9
+

3

9

=
7

9

Επίσης, ισχύει ότι :

• {Y = 1} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 1), (2, 1)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 1, A) = pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 1) = 1
9 + 0 = 1

9

• {Y = 2} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 2), (2, 2)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 2, A) = pX,Y (1, 2) + pX,Y (2, 2) = 2
9 + 1

9 = 3
9

• {Y = 3} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 3), (2, 3)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 3, A) = pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) = 1
9 + 2

9 = 3
9

΄Αρα, ϑα είναι :

pY |A(y) =


1/7, y = 1

3/7, y = 2

3/7, y = 3

0, αλλού
Επίσης, ισχύει ότι :

E[Y |A] =

3∑
y=1

y · pY |A(y) = 1 · 1

7
+ 2 · 3

7
+ 3 · 3

7
=

16

7

E[Y 2|A] =
3∑

y=1

y2 · pY |A(y) = 12 · 1

7
+ 22 · 3

7
+ 32 · 3

7
=

40

7
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var(Y |A) = E[Y 2|A]−
(
E[Y |A]

)2
=

40

7
−
(16

7

)2
=

24

49
= 0.49

(δ΄) ΄Εχουµε ότι :

E[Z] = E[3 ·X + 2 · Y + 7]

= 3 · E[X] + 2 · E[Y ] + 7

= 3 · 16

9
+ 2 · 20

9
+ 7

=
151

9
= 16.78

(ε΄) Καθώς οι X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, ϑα είναι :

pX̃,Ỹ (x, y) = pX̃(x) · pỸ (y), x, y = 1, 2, 3.

όπου οι pX̃(x) και pỸ (y) ακολουθούν τις εκφράσεις στα (α) και (ϐ).

Οι τιµές της pX̃,Ỹ (x, y) ϕαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Ỹ=1 Ỹ=2 Ỹ=3

X̃=1
8/81

12/81
16/81

X̃=2
6/81

9/81
12/81

X̃=3
4/81

6/81
8/81

Ασκηση 4.

(α΄) ∆εδοµένου ότι ϕέρνουµε X = x στη ϱίψη του 6-εδρου δίκαιου Ϲαριού, ϱίχνουµε το κέρµα
x ϕορές και το πλήθος Υ των κεφαλών που εµφανίζονται ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε
παραµέτρους n = x και p = 1

2 :

Y{X=x} ∼ ∆(x,
1

2
)

Συνεπώς,

PY |X(y|x) =

(
x

y

)(1

2

)y(1

2

)x−y
=

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.

(ϐ΄) P (Y = 3 |X = 6) = PY |X(y = 3 |x = 6) =

(
6

3

)(1

2

)6
=

20

64
= 0.3125.

(γ΄) Προφανώς, η X είναι διακριτή οµοιόµορφη τ.µ. στο πεδίο τιµών x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

pX(x) =

{
1
6 , x = 1, 2, 3, 4, 5, 6
0, αλλού.

(δ΄) Η από κοινού σ.π. των X και Y είναι :

pX,Y (x, y) = pX(x) · pY |X(y|x)

=
1

6

(
x

y

)(1

2

)x
; 1 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ x.
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(ε΄) Η πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές είναι

P (X = Y ) =
6∑

i=1

pX,Y (i, i)

=
1

6

6∑
i=1

(
i

i

)(1

2

)i
=

1

6

[(1

2

)
+
(1

2

)2
+ . . .+

(1

2

)6]
= 0.164.

΄Ασκηση 5.

(α΄) >> N = 20;
>> p = 0.2;
>> X = sum(rand(20, 1) < 0.2);

(ϐ΄) >> allX = zeros(100,1);
>> for i=1:100
>> allX(i) = sum(rand(20,1) < 0.2);
>> end
>> estPMF = zeros(21,1);
>> for value=0:20
>> estPMF(value+1)=sum(allX == value); %the +1 to avoid index 0!
>> end
>> estPMF = estPMF/100; % normalization
>> allvalues = 0:20; % 21 x 1 vector;
>> stem(allvalues,estPMF);
>> hold on;
>> for value=0:20
>> PMF(value+1)=(factorial(N)/(factorial(value)*

factorial(N-value)))*(pˆvalue)*(1-p)ˆ(N-value);
>> end
>> stem(allvalues, PMF, ’r’)

Στο Σχήµα ;; ϕαίνεται η εκτιµώµενη (µπλε) και η ϑεωρητική (κόκκινο) σ.π. της τυχαίας µε-
ταβλητής X. Η X είναι διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους n = 20 και p = 0.2.
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Σχήµα 2: ΄Ασκηση 6 ερώτηµα (ϐ).



Πιθανότητες - 2014/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 7

(γ΄) Για p = 1/2, η σ.π. είναι συµµετρική. Τότε όταν np είναι ακέραιος, η συνάρτηση µεγιστοποιείται
στο σηµείο np. ΄Οταν p 6= 1/2, η παράσταση δεν είναι συµµετρική. Τότε όταν np είναι ακέραιος,
η συνάρτηση µεγιστοποιείται στο np, ενώ όταν το np δεν είναι ακέραιος τότε οι δύο µέγιστες
τιµές της συνάρτησης ϐρίσκονται αριστερά και δεξιά του np.
Οι γραφικές παραστάσεις ϕαίνονται στο Σχήµα ;;.

Σχήµα 3: ΄Ασκηση 6 ερώτηµα (γ).

(δ΄) >> n=100; p=0.1;
>> for value=0:n
>> BinomialPMF(value+1)=(factorial(n)/(factorial(value)*factorial(n-value)))
>> *(pˆvalue)*((1-p)ˆ(n-value));
>> end
>> allvalues = 0:n;
>> clf;
>> stem(allvalues ,BinomialPMF);
>> hold on;
>> for value=0:n
>> PoissonPMF(value+1)=((10)ˆvalue)*exp(-10)/factorial(value);
>> end
>> stem(allvalues,PoissonPMF,’r’); % pretty good match!



Πιθανότητες - 2014/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 8

Στο Σχήµα ;; ϕαίνεται η η γραφική παράσταση της διωνυµικής για (n = 100, p = 0.1) (µπλε)
και η γραφική παράσταση της Poisson µε παράµετρο λ = 10 (κόκκινο).
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Σχήµα 4: ΄Ασκηση 6 ερώτηµα (δ).


