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΄Ασκηση 1. Η εταιρία Αττικό Μετρό δηµιουργεί τους συρµούς του ΗΣΑΠ στη γραµµή Πειραιάς-
Κηφισιά µε τον εξής αλγόριθµο: Στο µηχανοστάσιο του Πειραιά υπάρχουν συνολικά 6 ϐαγόνια. Αν
ένα ϐαγόνι λειτουργεί, τότε προστίθεται στο συρµό. Αν δεν λειτουργεί, τότε παραµένει στο µηχα-
νοστάσιο. ΄Ενα τυχαία επιλεγµένο ϐαγόνι λειτουργεί µε πιθανότητα 2/3, ανεξάρτητα από όλα τα
υπόλοιπα. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X ως το µήκος του συρµού, δηλαδή το πλήθος
των ϐαγονιών που τον αποτελούν.

(α) Ποια είναι η κατανοµή της τ.µ. X; ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική περιγραφή της συνάρτησης
πιθανότητας της X.

(ϐ) Ποιο είναι το αναµενόµενο µήκος του συρµού, E[X];

(γ) Ποια είναι η πιθανότητα ότι δεν υπάρχει συρµός στη γραµµή Πειραιάς-Κηφισιά ;

(δ) Το πλήθος των επιβατών που µπορούν να χωρέσουν στο συρµό είναι ίσο µε 50X (δηλαδή, κάθε
ϐαγόνι χωρά 50 επιβάτες). ΄Εστω Y η τ.µ. που περιγράφει το πλήθος των επιβατών που ϑέλουν να
ταξιδέψουν µε το συρµό. Η τ.µ. Y ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ 101 και 200, δηλαδή

pY (y) =

{
1

100 y = 101, 102, . . . , 199, 200
0 αλλού.

Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος :
A = {ο συρµός µπορεί να µεταφέρει όλους τους επιβάτες που επιθυµούν να ταξιδέψουν}.

΄Ασκηση 2. Η µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία στη Θεσσαλονίκη τον µήνα του Μαρτίου, µετρούµε-
νη σε ακέραιους ϐαθµούς Κελσίου, είναι µία τυχαία µεταβλητή X µε την ακόλουθη συνάρτηση
πιθανότητας (σ.π.):

pX(k) =

{
1
20 |k − 10| 10− b ≤ k ≤ 10 + b

0 αλλού.

(α) Υπολογίστε τη σταθερά b και δώστε τη γραφική παράσταση της σ.π. της X.

Βοήθεια: Παρατηρήστε τη συµµετρία της σ.π. της X. Χρησιµοποιήστε την ταυτότητα∑b
i=1 i =

b(b+1)
2 .

(ϐ) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή, E[X], και η διασπορά, var(X), της X;

(γ) Το κόστος σε ευρώ της ϑέρµανσης ενός σπιτιού το µήνα Μάρτιο είναι Y = 10(25−X)2. Υπολο-
γίστε το µέσο κόστος, E[Y ].
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(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (10 ≤ X ≤ 12 | 10 ≤ X ≤ 15).

(ε) Ορίστε τα εξής γεγονότα : A = {Η µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία είναι X ≤ 10} και
B = {Υπάρχουν τουλάχιστον 12 συννεφιασµένες µέρες µέσα στο Μάρτιο}. ΄Εστω ότι τα γεγονότα
A και B είναι ανεξάρτητα και P (B) = 0.3. Να υπολογίσετε την πιθανότητα P (Ac ∩Bc).

΄Ασκηση 3. Θεωρείστε τις δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) µε από κοινού συνάρτηση πιθα-
νότητας (σ.π.) όπως ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:

Y = 1 Y = 2 Y = 3

X = 1 1
9

2
9

1
9

X = 2 0 1
9

2
9

X = 3 1
9 0 1

9

(α) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pX(x) της τ.µ. X. Υπολογίστε την µέση τιµή της X, E[X].

(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pY (y) της τ.µ. Y . Υπολογίστε την µέση τιµή της Y , E[Y ].

(γ) Υπολογίστε την δεσµευµένη σ.π. της τ.µ. Y , pY/A(y), δεδοµένου του γεγονότος A = {X ≤ 2}.
Ποια είναι η µέση τιµή, δεύτερη ϱοπή, και διασπορά της τ.µ. Y δεδοµένου του A, δηλαδή ποια
είναι τα E[Y/A], E[Y 2/A], και var(Y/A), αντίστοιχα ;

(δ) ΄Εστω η τ.µ. Z = g(X,Y ) = 3X + 2Y + 7. Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Z.

(ε) ΄Εστω η τ.µ. X̃ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. X και η τ.µ. Ỹ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. Y . ΄Εστω
ότι οι τ.µ. X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες. Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των X̃ και Ỹ .

΄Ασκηση 4. ΄Εχετε στα χέρια σας ένα δίκαιο εξάεδρο Ϲάρι και ένα δίκαιο κέρµα. Ρίχνετε πρώτα
το Ϲάρι και έστω X ο αριθµός που έρχεται. Στη συνέχεια, ϱίχνετε το κέρµα X ϕορές και έστω ότι
εµφανίζονται Y κεφαλές.

(α) Ποια είναι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας pY |X(y|x); ∆ώστε την πλήρη µαθηµατική πε-
ϱιγραφή της.

(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y = 3|X = 6).

(γ) Ποια είναι η σ.π., pX(x), της τ.µ. X;

(δ) Υπολογίστε την από κοινού σ.π., pX,Y (x, y), των τ.µ. X και Y .

(ε) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος να εµφανιστούν µόνο κεφαλές, δηλαδή την P (X = Y ).
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΄Ασκηση 5.

(α) ΄Ενα εργαστήριο έχει N υπολογιστές συνδεδεµένους στο δίκτυο. Κάθε υπολογιστής δηµιουργεί
ένα πακέτο δεδοµένων ανά µονάδα χρόνου µε πιθανότητα p, ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους.
Γράψτε ένα µικρό πρόγραµµα (π.χ. σε Matlab) για να προσοµοιώσετε το συνολικό αριθµό των πα-
κέτων που δηµιουργούνται. Χρησιµοποιείστε τις τιµές N = 20 και p = 0.2, και ονοµάστε X την
σχετική τ.µ.

(ϐ) ∆ηµιουργείστε 100 δείγµατα της τ.µ. X και εκτιµήστε την συνάρτηση πιθανότητας. Με άλλα
λόγια, σχηµατίστε το ιστόγραµµα των 100 δειγµάτων. Τι είδους τ.µ. είναι η X; ∆ώστε τη γραφική
παράσταση της εκτιµούµενης συνάρτησης πιθανότητας (του ιστογράµµατος) καθώς και της ϑεωρη-
τικής συνάρτησης πιθανότητας.

(γ) ∆ώστε τις γραφικές παραστάσεις της ∆ιωνυµικής συνάρτησης πιθανότητας για :

(n, p) = (13, 1/2), (12, 1/2), (19, 1/3), και (21, 1/3).

Τι παρατηρείτε ;

(δ) Τέλος, δώστε τη γραφική παράσταση της ∆ιωνυµικής για (n = 100, p = 0.1) καθώς και της
Poisson µε παράµετρο λ = 10. Σχολιάστε τα αποτελέσµατα.


