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΄Ασκηση 1.

Ορίζουµε τα γεγονότα
M = { Η λέσχη επιλέγει τυχαία ένα µυθιστόρηµα }
B = { Η λέσχη επιλέγει τυχαία µία ϐιβλιογραφία }

A = { Η ΄Αννα συµµετέχει στη µηνιαία συνάντηση της λέσχης }
Από τα δεδοµένα της εκφώνησης έχουµε ότι
P (M) = 5P (B) και αφού ο δειγµατοχώρος µας διαµερίζεται στα γεγονότα M και B:
P (Ω) = P (M) + P (B) = 5P (B) + P (B) = 6P (B) = 1⇔ P (B) = 1

6 και P (M) = 5
6

Ακόµα,
P (A/M) = 1

5 και P (A/B) = 3
5

(α) Από το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας η πιθανότητα η ΄Αννα να συµµετέχει στη µηνιαία συνάντηση
της λέσχης είναι

P (A) = P (M)P (A/M) + P (B)P (A/B) = 5
6

1
5 + 1

6
3
5 = 4

15

(ϐ) Από το νόµο του Bayes η πιθανότητα ότι το ϐιβλίο που επιλέχθηκε είναι ϐιογραφία (αίτιο)
µε δεδοµένο ότι η ΄Αννα συµµετείχε στη µηνιαία συνάντηση της λέσχης (αποτέλεσµα/παρατήρηση)
είναι

P (B/A) = P (B)P (A/B)
P (B)P (A/B)+P (M)P (A/M) =

1
6

3
5

1
6

3
5 + 5

6
1
5

=
3
30
8
30

= 3
8

΄Ασκηση 2.

(α) Για i = 1, 2, 3 ορίζουµε τα γεγονότα
Ki = { Η i-ή ϱίψη είναι κεφαλή }

Γi = { Η i-ή ϱίψη είναι γράµµατα }
Ακόµα, ορίζουµε το γεγονός

∆ = { Η κότα δε διασχίζει το δρόµο }
Τότε,
P (∆) = P ((K1K2K3)c) = 1−P (K1K2K3) =(2.1) 1−P (K1)P (K2)P (K3) = 1−(1

2)3 = 1− 1
8 = 7

8
΄Οπου (2.1) ισχύει διότι οι 3 ϱίψεις του νοµίσµατος είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες.

(ϐ) P (Γ1|∆) = P (Γ1∆)
P (∆) =(2.2) P (Γ1)

P (∆) =
1
2
7
8

= 8
14 = 4

7

΄Οπου (2.2) ισχύει διότι Γ1 ⊂ ∆.

(γ) P (K1|∆) = 1− P (Kc
1|∆) =(2.3) 1− P (Γ1|∆) = 1− 4

7 = 3
7

΄Οπου (2.3) ισχύει διότι Kc
1 = Γ1.
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΄Ασκηση 3.

(α) ΄Ολα τα Ϲάρια έχουν την ίδια πιθανότητα να επιλεχθούν και για ένα δεδοµένο Ϲάρι οι πλευρές του
είναι ισοπίθανες. ΄Ετσι ορίζουµε το γεγονός
B1 = { Στην 1η ϱίψη έρχεται µία από τις 6 µπλε πλευρές εκ των συνολικά 18 πλευρών που έχουν
τα 3 Ϲάρια }, µε P (B1) = 6

18 = 1
3 .

΄Ενας άλλος τρόπος να λυθεί το πρόβληµα είναι η χρήση δεσµευµένης πιθανότητας ως εξής :
΄Εστω, το γεγονός

Di = { Επιλέγεται το Ϲάρι µε i µπλε πλευρές }
Παρατηρήστε ότι

Ω = D1 ∪D2 ∪D3

και από το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας
B1 = (D1 ∩B1) ∪ (D2 ∩B1) ∪ (D3 ∩B1)

΄Ετσι,
P (B1) = P (D1B1) ∪ P (D2B1) ∪ P (D3B1)

= P (B1|D1)P (D1) ∪ P (B1|D2)P (D2) ∪ P (B1|D3)P (D3)
=(3.1) P (B1|D1)P (D1) + P (B1|D2)P (D2) + P (B1|D3)P (D3)
= 1

6
1
3 + 2

6
1
3 + 3

6
1
3

= 1
3

΄Οπου (3.1) διότι τα τρία γεγονότα είναι ξένα µεταξύ τους, αφού τα D1, D2, D3 αποτελούν µία δια-
µέριση του δειγµατοχώρου.

(ϐ) ΄Εστω το γεγονός
B2 = { ΄Ερχεται µπλε στη 2η ϱίψη }

Τότε,
P (B2|B1) = P (B2B1)

P (B1)

Για να υπολογίσετε το P (B2B1) ακολουθήστε την ίδια προσέγγιση ως προς τη δεσµευµένη πιθα-
νότητα, µε αυτήν που ακολουθήθηκε στο ερώτηµα (α) αντικαθιστώντας το γεγονός B1 µε την τοµή
B2B1:

P (B2B1) = P (D1B2B1) + P (D2B2B1) + P (D3B2B1)
= P (B2B1|D1)P (D1) + P (B2B1|D2)P (D2) + P (B2B1|D3)P (D3)
= 1

6
1
6

1
3 + 2

6
2
6

1
3 + 3

6
3
6

1
3

= 14
108 = 7

54 .
∆ιότι αφότου επιλεχθεί ένα Ϲάρι, τα αποτελέσµατα των ϱίψεων είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους.

΄Ετσι, P (B2|B1) = P (B2B1)
P (B1) =

7
54
1
3

= 7
18 .

΄Ασκηση 4.

(α) Καθώς τα A και B είναι ανεξάρτητα, P (A ∩ B) = P (A)P (B). Επίσης, αφού το B είναι υπο-
σύνολο του A, P (A ∩ B) = P (B). Εποµένως, P (B) = P (A)P (B) ⇔ P (B) − P (A)P (B) = 0 ⇔
P (B)(1− P (A)) = 0 και συνεπώς P (B) = 0 ή P (A) = 1.

(ϐ) Ο δειγµατοχώρος αυτού του πειράµατος τύχης είναι :
Ω = { ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ }

Το γεγονός A είναι :
A = { ΚΓΓ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ }

µε P (A) = 4
8 , ενώ το B είναι :

B = { ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ }
µε P (B) = 6

8 . Η τοµή των A και B είναι το γεγονός ¨ακριβώς µία κεφαλή¨:
A ∩B = { ΚΓΓ, ΓΚΓ, ΓΓΚ }

µε P (A ∩B) = 3
8 . Καθώς, P (A ∩B) = P (A)P (B) τα γεγονότα A και B είναι ανεξάρτητα.
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Εδώ για να ϐρείτε πιο εύκολα την τοµή των A και B ϑα µπορούσατε να παρατηρήσετε ότι
A = { ΄Ερχονται τουλάχιστον δύο γράµµατα } = { ΄Ερχεται το πολύ µία κεφαλή }

και αφού
B = { ΄Ερχονται µία ή δύο κεφαλές }

µπορείτε εύκολα να αναγνωρίσετε πλέον ότι
A ∩B = { ΄Ερχεται ακριβώς µία κεφαλή }

(γ) Και πάλι
A = { ΄Ερχονται τουλάχιστον δύο γράµµατα } = { ΄Ερχονται το πολύ δύο κεφαλές }

= { ΚΚΓΓ, ΓΚΚΓ, ΓΓΚΚ, ΚΓΓΚ, ΓΓΓΓ, ΚΓΓΓ,ΓΚΓΓ, ΓΓΚΓ, ΓΓΓΚ }
B = { ΄Ερχονται µία ή δύο κεφαλές } = { ΚΚΓΓ, ΓΚΚΓ, ΓΓΚΚ, ΚΓΓΚ, ΚΓΓΓ, ΓΚΓΓ, ΓΓΚΓ, ΓΓΓΚ }

Σε αυτήν την περίπτωση µπορείτε να παρατηρήσετε ότι B ⊂ A, αφού περιέχει όλα τα στοιχεία
που υπάρχουν και στο A, εκτός του ΓΓΓΓ. Αν τα A και B ήταν ανεξάρτητα τότε από (α) ϑα έπρεπε να
ισχύει : P (A) = 1 ή P (B) = 0. Αλλά προφανώς P (B) > 0, αφού π.χ. περιέχει το ενδεχόµενο ΚΚΓΓ
και P (A) < 1, αφού π.χ. δεν περιέχει το ενδεχόµενο ΚΚΚΚ. ΄Αρα τα A και B δεν είναι ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 5.

΄Εστω A το ενδεχόµενο ότι ο ϕίλος σας ψάχνει στη δισκέτα 1 και δε ϐρίσκει τίποτα, και έστω Bi το
ενδεχόµενο ότι η εργασία σας είναι στη δισκέτα i. ΄Αρα, ο δειγµατικός χώρος είναι ο εξής

Σχήµα 1: ∆ενδρική αναπαράσταση ΄Ασκησης 5

Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα B1, B2, B3 και B4 αποτελούν µια διαµέριση του δειγµατικού
χώρου. ΄Οποτε, εφαρµόζουµε τον κανόνα του Bayes για να ϐρούµε την πιθανότητα ότι η εργα-
σία ϐρίσκεται στη δισκέτα i δεδοµένου ότι ο ϕίλος ψάχνει στη δισκέτα 1 αλλά δεν µπορεί να την
ανακτήσει :

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)

P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + P (B3)P (A|B3) + P (B4)P (A|B4)

=
1
4P (A|Bi)

1
4 · (1− p) + 1

4 · 1 + 1
4 · 1 + 1

4 · 1
=
P (A|Bi)

4− p
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΄Αρα,

P (Bi|A) =

{
(1− p)/(4− p) , για i = 1

1/(4− p) , για i = 2, 3, 4

΄Ασκηση 6.

(α) Για να ϐρούµε τις πιθανότητες των Bi χρησιµοποιούµε το νόµο της ολικής πιθανότητας

P (B0) = P (B0|A0)P (A0) + P (B0|A1)P (A1) + P (B0|A2)P (A2)

= (1− ε)1

2
+ 0

1

4
+ ε

1

4

=
1

2
− 1

4
ε,

P (B1) = P (B1|A0)P (A0) + P (B1|A1)P (A1) + P (B1|A2)P (A2)

= ε
1

2
+ (1− ε)1

4
+ 0

1

4

=
1

4
+

1

4
ε,

P (B2) = P (B2|A0)P (A0) + P (B2|A1)P (A1) + P (B2|A2)P (A2)

= 0
1

2
+ ε

1

4
+ (1− ε)1

4

=
1

4

΄Οπως είναι αναµενόµενο, το άθροισµα των Bi είναι 1.

(ϐ) Οι δεσµευµένες πιθανότητες είναι

P (A0|B1) =
P (A0, B1)

P (B1)

=
P (B1, A0)

P (B1)

=
P (B1|A0)P (A0)

P (B1)

=
ε1

2
1
4 + 1

4ε

=
2ε

1 + ε
,

P (A1|B1) =
P (A1, B1)

P (B1)

=
P (B1, A1)

P (B1)

=
P (B1|A1)P (A1)

P (B1)

=
(1− ε)1

4
1
4 + 1

4ε

=
1− ε
1 + ε

,
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P (A2|B1) =
P (A2, B1)

P (B1)

=
P (B1, A2)

P (B1)

=
P (B1|A2)P (A2)

P (B1)

=
01

4
1
4 + 1

4ε

= 0

Ξανά παρατηρούµε ότι το άθροισµα των παραπάνω πιθανοτήτων είναι 1 (όπως ήταν αναµενόµενο).


