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΄Ασκηση 1.

(α) Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος περιγράφεται ως :

Ω =
{

(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)
}

όπου ο πρώτος αριθµός κάθε διατεταγµένου Ϲεύγους στο Ω αντικατοπτρίζει το αποτέλεσµα της πρώ-
της επιλογής από το καπέλο, ενώ ο δεύτερος το αποτέλεσµα της δεύτερης επιλογής, µετά από την
επανατοποθέτηση της κάρτας.
(ϐ) E =

{
(1, 3), (2, 2), (3, 1)

}
είναι το Ϲητούµενο γεγονός του να επιλεγούν δύο κάρτες µε αριθµούς

των οποίων το άθροισµα να είναι ίσο µε 4.
(γ) P (E) = |E|

|Ω| = 3
9 = 1

3 .

΄Ασκηση 2.

Ορίζουµε τα παρακάτω γεγονότα

Ηρ =
{
Το παιχνίδι κερδίζει ο Ηρακλής

}
Αρ =

{
Το παιχνίδι κερδίζει ο ΄Αρης

}
Απ =

{
Το παιχνίδι κερδίζει ο Απόλλων

}
Ατ =

{
Το παιχνίδι κερδίζει ο Ατρόµητος

}
Μας δίδεται ότι

P (Ηρ) = 2 P (Απ) (2.1)
P (Αρ) = 4 P (Ατ) (2.2)
P (Ηρ) = 5 P (Ατ) (2.3)

Επίσης γνωρίζουµε ότι

P (Ηρ) + P (Αρ) + P (Απ) + P (Ατ) = 1 (2.4)

Αντικαθιστώντας τις (2.1) , (2.2) , (2.3) στην (2.4) έχουµε

5P (Ατ) + 4P (Ατ) + 0.5P (Ηρ) + P (Ατ) = 1
5P (Ατ) + 4P (Ατ) + 2.5P (Ατ) + P (Ατ) = 1

12.5P (Ατ) = 1
P (Ατ) = 1

12.5 = 2
25 = 0.08

Στη συνέχεια αντικαθιστώντας στις (2.1) , (2.2) , (2.3) έχουµε:

P (Ηρ) = 0.4
P (Αρ) = 0.32
P (Απ) = 0.2
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΄Ετσι η Ϲητούµενη πιθανότητα του γεγονότος ότι ο Ηρακλής ή ο Απόλλων κερδίζουν το τουρνουά ϑα
είναι

P (Ηρ∪Απ) = P (Ηρ) + P (Απ) = 0.4 + 0.2 = 0.6 (Ηρ και Απ: Ασυµβίβαστα/Ξένα γεγονότα)

΄Ασκηση 3.

Μπορούµε να αναπαραστήσουµε κάθε απλό ενδεχόµενο χρησιµοποιώντας ένα διατεταγµένο Ϲεύγος
(a, b) όπου a και b είναι οι αριθµοί που αντιπροσωπεύουν τα αποτελέσµατα της 1ης και της 2ης
ϱίψης αντίστοιχα. ΄Ετσι ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος εκφράζεται ως

Ω =
{

(1, 1), (1, 2), (1, 3)...(2, 1), (2, 2)...(6, 6)
}

ή πιο απλά και αναλυτικά

Ω =
{

(a, b) : a ∈ N, b ∈ N, 1 ≤ a ≤ 6, 1 ≤ b ≤ 6
}

(α) Αντίστοιχα το γεγονός A =
{

Η 1η ϱίψη ϕέρνει αριθµό µικρότερο από 3
}

περιγράφεται ως

A =
{

(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6)
}

ή

A =
{

(a, b) : a ∈ N, b ∈ N, 1 ≤ a ≤ 2, 1 ≤ b ≤ 6
}

Αφού τα Ϲάρια είναι δίκαια, όλα τα απλά ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα άρα

P (A) = |A|
|Ω| = 12

36 = 1
3

(ϐ) Το γεγονός B =
{

Το άθροισµα των 2 ϱίψεων είναι ίσο µε 4
}

περιγράφεται ως

B =
{

(1, 3), (2, 2), (3, 1)
}

Η αντίστοιχη πιθανότητα είναι

P (B) = |B|
|Ω| = 3

36 = 1
12

΄Ασκηση 4.

Ορίζουµε τα παρακάτω γεγονότα

F =
{
΄Ενας τυχαία επιλεγµένος ϕοιτητής έχει Facebook

}
T =

{
΄Ενας τυχαία επιλεγµένος ϕοιτητής έχει Twitter

}
I =

{
΄Ενας τυχαία επιλεγµένος ϕοιτητής έχει iPhone

}
Η τάξη έχει συνολικά 40 ϕοιτητές. Τα δεδοµένα µπορούν να εκφραστούν σε πληθάριθµους συνόλων
ως εξής :

(1) 12 δεν είναι στο Facebook
⇒ |F | = 40− 12 = 28 είναι στο Facebook

(2) 15 είναι στο Facebook και στο Twitter
⇒ |F ∩ T | = 15
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(3) Τα 5
9 αυτών που δεν είναι στο Twitter έχουν iPhone

∆ηλαδή αυτοί που δεν είναι στο Twitter και έχουν iPhone, είναι τα 5
9 αυτών που δεν είναι στο Twitter

⇒ |T c∩I|
|T c| = 5

9

(4) 8 είναι στο Facebook και στο Twitter και έχουν iPhone
⇒ |F ∩ T ∩ I| = 8

(5) 7 δεν είναι στο Twitter και δεν έχουν iPhone, αλλά είναι στο Facebook
⇒ |T c ∩ Ic ∩ F | = 7

(6) Τα 2
3 αυτών που δεν είναι στο Facebook και δεν έχουν iPhone, είναι στο Twitter

∆ηλαδή αυτοί που δεν είναι στο Facebook και δεν έχουν iPhone και είναι στο Twitter, είναι τα 2
3

αυτών που δεν είναι στο Facebook και δεν έχουν iPhone⇒ |F c∩Ic∩T |
|F c∩Ic| = 2

3

Για τη λύση του προβλήµατος χρησιµοποιούµε τον λεγόµενο πίνακα Karnaugh που περιέχει όλες
τις πιθανές τοµές γεγονότων ανά τρεις. Συµβολίζουµε µε F, T και I το εκάστοτε γεγονός. Θα τον
γεµίσουµε χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα/πληθάριθµους της άσκησης. Στις ϑέσεις του πίνακα για
τις οποίες δεν έχουµε πληροφορία από τα δεδοµένα ϑα τοποθετήσουµε µεταβλητές.

F F F c F c

I 8 6 12− x− y − z x

Ic 7 7 y z

T T c T T c

΄Εχουµε ότι (χρησιµοποιείστε και ένα διάγραµµα Venn για να το δείτε)
(4) |F ∩ T ∩ I| = 8
(2) |F ∩ T | = 15⇔ |F ∩ T ∩ Ic| = 15− 8 = 7
(5) |T c ∩ Ic ∩ F | = 7
(1) |F | = 28⇔ |T c ∩ I ∩ F | = 28− 8− 7− 7 = 6.
Για τις υπόλοιπες τοµές γεγονότων δεν έχουµε στοιχεία από τα δεδοµένα οπότε ϑα τοποθετήσουµε
τις µεταβλητές x , y , z στα υπόλοιπα κελιά και στο 4ο άγνωστο κελί ϑα χρησιµοποιήσουµε το
δεδοµένο ότι |F c| = 12 , άρα ϑα τοποθετήσουµε εκεί την τιµή 12 − x − y − z (για να εξαλείψουµε
τον 4ο άγνωστο).

Ακόµα έχουµε ότι

(3)
|T c∩I|
|T c| = 5

9 ⇔
6+x

6+7+x+z = 5
9 ⇔ 4x− 5z = 11 (4.1)

(6)
|F c∩Ic∩T |
|F c∩Ic| = 2

3 ⇔
y

y+z = 2
3 ⇔ y = 2z (4.2)

Από την (4.1) προκύπτει ότι
(x, z) ∈

{
(4, 1), (9, 5)

}
΄Οµως η λύση (9, 5) απορρίπτεται γιατί µας δίδεται από (1) ότι |F c| = 12. ΄Αρα τελικά x = 4, z = 1
και y = 2 ( από (4.2) ).

Ο πίνακας Karnaugh διαµορφώνεται ως εξής

F F F c F c

I 8 6 5 4

Ic 7 7 2 1

T T c T T c
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(α) Μας Ϲητείται η πιθανότητα του γεγονότος F c∩T c∩Ic. Από τον πίνακα ϐλέπουµε ότι |F c∩T c∩Ic|
= 1, άρα P (F c ∩ T c ∩ Ic) = 1

40 .

(ϐ)Μας Ϲητείται η πιθανότητα του γεγονότος F c∩T∩I. Από τον πίνακα ϐλέπουµε ότι |F c∩T∩I| = 5,
άρα P (F c ∩ T ∩ I) = 5

40 .

΄Ασκηση 5.

΄Εστω A το γεγονός ότι ϑα ϐρέξει σήµερα και B το γεγονός ότι ϑα ϐρέξει αύριο. Το γεγονός ότι ϑα
ϐρέξει και σήµερα και αύριο µπορεί να εκφραστεί ως η τοµή των γεγονότων A και B δηλαδή A∩B.
Επιπλέον, το γεγονός ότι ϑα ϐρέξει είτε σήµερα είτε αύριο είναι η ένωση των γεγονότων A και B
δηλαδή A ∪B. Μία από τις ιδιότητες των Πιθανοτήτων είναι η ακόλουθη:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Παρατηρούµε ότι : P (A ∪ B) = 0.3 + 0.5 − 0.2 = 0.6, πράγµα που έρχεται σε αντίθεση µε την
πιθανότητα 0.7 που έχει δοθεί από τον εκφωνητή για το ίδιο γεγονόςA∪B (µέρος (δ) της εκφώνησης).

΄Ασκηση 6.

Πρώτα, προσδιορίζουµε τις πιθανότητες των έξι απλών ενδεχοµένων. ΄Εστω

a = P ({1}) = P ({3}) = P ({5})

b = P ({2}) = P ({4}) = P ({6})

Μας δίδεται ότι

b = 3a

Σύµφωνα µε τα Αξιώµατα της Προσθετικότητας (additivity) και της Κανονικοποίησης (normalization),
ϑα έχουµε ότι

1 = 3a + 3b = 3a + 9a = 12a

Εποµένως, ϑα είναι

a = 1
12 , b = 3

12

και η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα ισούται µε

P ({4, 5, 6}) = 3
12 + 1

12 + 3
12 = 7

12

΄Ασκηση 7.

(α) Το πείραµα ϑεωρούµε ότι γίνεται σε δύο ϕάσεις. Στην πρώτη ϕάση γίνεται η επιλογή των δύο
κερµάτων, ενώ στη δεύτερη ϕάση γίνεται το ϱίξιµο αυτών. Υπάρχουν τρεις διαφορετικοί τρόποι µε
τους οποίους µπορεί να γίνει η επιλογή δύο κερµάτων από ένα σύνολο τριών : επιλέγουµε το πρώτο
και το δεύτερο ή το πρώτο και το τρίτο ή το δεύτερο και το τρίτο. Καθένα από αυτά τα Ϲευγάρια έχει
την ίδια πιθανότητα επιλογής. Επίσης, για κάθε Ϲευγάρι κερµάτων υπάρχουν τα εξής ενδεχόµενα
ϱίψεων: (κεφαλή, κεφαλή), (κεφαλή, γράµµατα), (γράµµατα, κεφαλή), (γράµµατα, γράµµατα).
Τώρα, ο δειγµατοχώρος µπορεί να περιγραφεί µε τον τρόπο που ϕαίνεται στο σχήµα 1.
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Σχήµα 1: ∆ενδρική αναπαράσταση Ϲητήµατος 7(α)

(ϐ) Η πιθανότητα και οι δύο πλευρές που έρχονται µετά τη ϱίψη των δύο κερµάτων να είναι ϐαµµένες
µε το ίδιο χρώµα είναι :

P (πλευρές µε ίδιο χρώµα) = P ((µπλε,µπλε)) + P ((κόκκινο,κόκκινο))

=
1

3

{1

2
(1− p) +

1

2
(1− p) + (1− p)2 + p2

}
=

1

3
(2p2 − 3p + 2)

΄Οµως, P (πλευρές µε ίδιο χρώµα) = 29
96 . Λύνοντας τη δευτεροβάθµια εξίσωση (1

3)(2p2−3p+2) = 29
96 ,

ϐρίσκουµε ότι p = 5
8 ή p = 7

8 .


