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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X είναι ο χρόνος Ϲωής ενός τυχαία επιλεγµένου κυκλώ-
µατος. Ορίζουµε τα εξής γεγονότα :

At : Το κύκλωµα εξακολουθεί να λειτουργεί κατά τη χρονική στιγµή t.
B : Το κύκλωµα είναι ¨κακό¨.
G : Το κύκλωµα είναι ¨καλό¨.

Κάνοντας χρήση των εκθετικών κατανοµών,

P (At|G) =
∫ ∞

t
αe−αxdx = e−αt

P (At|B) =
∫ ∞

t
1000αe−1000αxdx = e−1000αt.

(α) Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας,

P (At) = P (G)P (At|G) + P (B)P (At|B) = pe−αt + (1− p)e−1000αt.

(ϐ) Μας Ϲητείται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X. Από το υποερώτηµα (α), έχουµε την
αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της X:

FX(x) = P (X ≤ x) = 1− P (Ax) = 1− pe−αx − (1− p)e−1000αx.

Εποµένως:
fX(x) =

d

dx
FX(x) = pαe−αx + (1− p)1000αe−1000αx.

(γ) Κάνοντας χρήση του ορισµού της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε:

P (B |At ) =
P (B ∩At)

P (At)
.

Επιπλέον, P (B ∩At) = P (B)P (At|B) = (1− p)e−1000αt. Εποµένως,

P (B |At ) =
(1− p)e−1000αt

pe−αt + (1− p)e−1000αt
=

1
(p/(1− p))e999αt + 1

.

Προκειµένου να ισχύει P (B |At ) < 0.01 όταν p/(1 − p) = 9, πρέπει να ισχύσει e999αt > 11, το
οποίο δίνει t > (ln 11)/(999α).
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΄Ασκηση 2.

(α) Οι τ.µ. X και Y παίρνουν τιµές στο τετράγωνο του Σχήµατος 1. Η από κοινού σ.π.π. των
X και Y παίρνει την τιµή 3/2 στο τρίγωνο ΟΑΓ και την τιµή c στο τρίγωνο ΑΓC. Από τη σχέση
κανονικοποίησης προκύπτει ότι :

3
2
EΟΑΓ + cEΑΓC = 1 ⇒ 3

2
· 1
2
· 1 · 1 + c · 1

2
· 1 · 1 = 1 ⇒ c =

1
2

= 0.5

Σχήµα 1: Πεδίο τιµών των τ.µ. X και Y της ΄Ασκησης 2.

(ϐ) Η τ.µ. Y παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1). ΄Εχουµε ότι για κάθε y ∈ [0, 1):

fY (y) =
∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dx =

∫ 1−y

0

3
2
dx +

∫ 1

1−y

1
2
dx

=
3
2
x
∣∣∣
1−y

0
+

1
2
x
∣∣∣
1

1−y
=

3(1− y) + 1− (1− y)
2

=
3
2
− y

Εποµένως,

fY (y) =
{

3/2− y, 0 ≤ y < 1
0, αλλού

(γ) P (X + Y ≤ 1/2) = 3
2EOBD = 3

2
1
2

1
2

1
2 = 3

16

(δ)

P (X2 + Y 2 ≥ 1) = 1− (X2 + Y 2 < 1)

= 1− 3
2
EOAΓ − 1

2
EAΓGA

= 1− 3
2

1
2
· 1 · 1− 1

2
(
π

4
− 1

2
· 1 · 1)

= 1− 3
4
− π

8
+

1
4

=
1
2
(1− π

4
) = 0.108.
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΄Ασκηση 3. (α) Το πεδίο ορισµού της fX είναι το διάστηµα [−1, 1]. Για −1 ≤ x ≤ 1,

fX(x) =
∫ 1

−1

xy + 1
C

dy = (
xy2

2C
+

y

C
)|y=1

y=−1 =
2
C

Συνεπώς,

fX(x) =
{

2
C −1 ≤ x ≤ 1
0 αλλού.

οπότε η X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα [−1, 1].

(ϐ) Προφανώς, το C = 4 ώστε η σ.π.π. του (α) να ολοκληρώνεται στο 1.

(γ)

fY |X(y|x) =
fX,Y (x, y)

fX(x)
=

{ xy+1
4
1
2

= xy+1
2 −1 ≤ y ≤ 1

0 αλλού.
(δ) Θα πρέπει να ϐρούµε το ολοκλήρωµα στη σκιασµένη περιοχή στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Το γεγονός {X + Y ≥ 1} για την ΄Ασκηση 3.

P{X + Y ≥ 1} =
∫ 1

0

∫ 1

1−x

xy + 1
4

dy dx

=
∫ 1

0
(
xy2

8
+

y

4
)|1y=1−x dx

=
∫ 1

0

2x2 − x3 + 2x

8
dx =

17
96

= 0.1771.

΄Ασκηση 4. (α) Οι X και Y είναι ανεξάρτητες και η Y είναι εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο
λ = 2. Συνεπώς, fY (y) = 2e−2y για y > 0.

(ϐ)Οι X και Y είναι ανεξάρτητες, άρα η από κοινού σ.π.π. ισούται µε το γινόµενο των περιθωριακών.
∆ηλαδή,

fX,Y (x, y) = 2e−2y για 0 ≤ x ≤ 1 και y > 0.
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Συνεπώς,

P (Y ≥ X) =
∫ 1

0

∫ ∞

x
2e−2y dy dx =

1− e−2

2
.

΄Ασκηση 5. Για y > 0, έχουµε ότι :

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{ 1
X
≤ y} = P{1

y
≤ X, X > 0}+ P{1

y
≥ X, X < 0}

= P{1
y
≤ X}+ P{X < 0} = 1− P{1

y
≥ X}+ P{X < 0} = 1− FX(

1
y
) + FX(0).

Παραγωγίζοντας έχουµε ότι :

fY (y) =
d

dy
FY (y) = −−1

y2
fX(

1
y
) =

1
y2

1
π(1 + ( 1

y )2)
=

1
π(1 + y2)

.

Για y < 0, έχουµε ότι :

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{ 1
X
≤ y} = {1

y
≥ X, X > 0}+ P{1

y
≤ X, X < 0}

= 0 + P{1
y
≤ X < 0} = FX(0)− FX(

1
y
).

Παραγωγίζοντας έχουµε ότι :

fY (y) =
d

dy
FY (y) = −−1

y2
fX(

1
y
) =

1
y2

1
π(1 + ( 1

y )2)
=

1
π(1 + y2)

.

Συνεπώς, η τ.µ. Y ακολουθεί επισής κατανοµή Cauchy!

΄Ασκηση 6.
(α) Χρησιµοποιώντας τη ϐοήθεια :

E[X] =
∫ ∞

0
x2e−

x2

2 dx =
1
2

∫ ∞

−∞
x2e−

x2

2 dx =
√

2π

2

∫ ∞

−∞
x2 1√

2π
e−

x2

2 dx =
√

2π

2
·1 =

√
π

2
≈ 1.253,

καθώς
∫∞
−∞ x2 1√

2π
e−

x2

2 dx είναι το ολοκλήρωµα υπολογισµού της διασποράς της τυπικής Γκαουσια-
νής τ.µ. που ισούται µε τη µονάδα.

(ϐ) Αρχικά υπολογίζουµε τη α.σ.κ. της Z ως:

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{max(X, Y ) ≤ z} = P (X ≤ z, Y ≤ z) = FX(z)FY (z) = (1− e−
z2

2 )2

για z ≥ 0, και FZ(z) = 0 για z < 0. Παραγωγίζοντας έχουµε:

fZ(z) = 2(1− e−
z2

2 )e−
z2

2 z = 2ze−
z2

2 − 2ze−z2

για z ≥ 0, και fZ(z) = 0 για z < 0. Εύκολα διαπιστώνεται ότι η fz ολοκληρώνεται στο 1.
(γ) Χρησιµοποιώντας τη τεχνική του (α) ερωτήµατος έχουµε:

E[Z] =
∫ ∞

0
2z2e−

z2

2 dz −
∫ ∞

0
2z2e−z2

dz =
∫ ∞

−∞
z2e−

z2

2 dz −
∫ ∞

−∞
z2e−z2

dz

=
√

2π

∫ ∞

−∞
z2 1√

2π
e−

z2

2 dz −√π

∫ ∞

−∞
z2 1√

π
e−z2

dz =
√

2π −
√

π

2
≈ 1.62.

Παρατηρούµε ότι E[Z] > E[X] όπως ήταν αναµενόµενο.


