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΄Ασκηση 1. ΄Ενα κύκλωµα υπολογιστή έχει διάρκεια Ϲωής η οποία αποτελεί µία συνεχή τυχαία
µεταβλητή. ΄Εστω ότι ένα εργοστάσιο παράγει ένα µείγµα ¨καλών¨ και ¨κακών¨ κυκλωµάτων. Για
κάποια ϑετική σταθερά α, η διάρκεια Ϲωής των καλών κυκλωµάτων είναι εκθετικά κατανεµηµένη
µε παράµετρο α ενώ η διάρκεια Ϲωής των κακών κυκλωµάτων είναι εκθετικά κατανεµηµένη µε πα-
ϱάµετρο 1000α. ΄Εστω ότι το ποσοστό των καλών κυκλωµάτων είναι p και ότι το ποσοστό των κακών
κυκλωµάτων είναι 1− p.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι ένα τυχαία επιλεγµένο κύκλωµα εξακολουθεί να λειτουργεί µετά
από t µονάδες χρόνου.

(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής και την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
της διάρκειας Ϲωής ενός τυχαία επιλεγµένου κυκλώµατος.

(γ) Για να γίνει διαλογή των καλών κυκλωµάτων, κάθε κύκλωµα δοκιµάζεται για t µονάδες χρόνου
και µόνο εκείνα τα οποία δεν χαλάνε κατά τη δοκιµή αποστέλλονται στους πελάτες. Υπολογίστε την
πιθανότητα ότι ένας πελάτης λαµβάνει ένα ¨κακό¨ κύκλωµα ως συνάρτηση των παραµέτρων α, p,
και t. Αν p = 0.9, πόσο πρέπει να διαρκεί η δοκιµή (δηλαδή, πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το t)
ώστε η πιθανότητα να στέλνονται κακά κυκλώµατα στους πελάτες να είναι µικρότερη από 1%;

΄Ασκηση 2. Οι συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
(σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =





1.5 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 0 ≤ x + y < 1,
c 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 1 ≤ x + y < 2,
0 αλλού.

(α) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. και υπολογίστε τη σταθερά c.
(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. Y .
(γ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X + Y ≤ 1/2).
(δ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X2 + Y 2 ≥ 1).

΄Ασκηση 3. Οι συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν από κοινού σ.π.π.:

fX,Y (x, y) =
{ xy+1

C −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1,
0 αλλού.

(α) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. X.
(ϐ) Υπολογίστε τη σταθερά C.
(γ) Υπολογίστε την δεσµευµένη σ.π.π. της τ.µ. Y δεδοµένης της X, fY |X(y|x).
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X + Y ≥ 1).
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΄Ασκηση 4. ΄Εστω οι ανεξάρτητες τ.µ. X και Y , όπου η X είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο
διάστηµα [0, 1] ενώ η Y είναι εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο λ = 2.

(α) Ποια είναι η περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. Y ;
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (Y > X).

΄Ασκηση 5. Λέµε ότι η συνεχής τ.µ. X ακολουθεί κατανοµή Cauchy όταν έχει συνάρτηση πυκνό-
τητας πιθανότητας

fX(x) =
1

π(1 + x2)
−∞ < x < ∞

Ορίζουµε την τ.µ. Y = 1
X .

(α) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FY (y), της Y .
(ϐ) Υπολογίστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, fY (y), της Y . Τι κατανοµή έχει η Y ;

΄Ασκηση 6. Η ισχύς του σήµατος ενός κινητού τηλεφώνου όπως λαµβάνεται σε ένα σταθµό ϐάσης
(base station) σε ένα πυκνό αστικό περιβάλλον µπορεί να µοντελοποιηθεί από µία τ.µ. Raylei-
gh. ΄Οταν ο χρήστης απέχει περίπου το ίδιο από δύο σταθµούς ϐάσης, το σύστηµα χρησιµοποιεί
τη λεγόµενη τεχνική διαφορικής λήψης (selection diversity), σύµφωνα µε την οποία επιλέγεται ο
σταθµός ϐάσης µε τη µεγαλύτερη ισχύ λήψης σήµατος για να αποκωδικοποιήσει το µήνυµα του
χρήστη. ΄Εστω X και Y δύο τ.µ. που µοντελοποιούν την ισχύ του σήµατος όπως λαµβάνεται στους
δύο σταθµούς ϐάσης. Οι τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και έχουν την ίδια κατανοµή
Rayleigh:

fX(u) = fY (u) =

{
ue−

u2

2 u ≥ 0,
0 αλλού.

(α) Υπολογίστε τη µέση τιµή της ισχύος του σήµατος σε κάθε σταθµό ϐάσης, E[X].
Βοήθεια: Χρησιµοποιείστε την ανάλυση για τον υπολογισµό της διασποράς της τυπικής Γκαουσια-
νής τ.µ.

(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής και τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
της ισχύος του σήµατος που επιλέγεται από το µηχανισµό του selection diversity. Με άλλα λόγια
υπολογίστε την κατανοµή της τ.µ. Z = max(X, Y ).

(γ) Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Z. Πως συγκρίνεται αυτή µε τη µέση τιµή των X και Y ;
Ποσοτικοποιείστε το πλεονέκτηµα του µηχανισµού του selection diversity όσον αφορά τη µέση
λαµβανόµενη ισχύ.


