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΄Ασκηση 1.
(α) Η ΑΣΚ FX(x) είναι συνάρτηση συνεχής από τα δεξιά. Συνεπώς, α = FX(−5) = FX(−5+) =
e−5 ⇒ α = e−5. Επίσης, b = FX(−1) = FX(−1+) = 1

2 ⇒ b = 1/2. Επίσης, η ΑΣΚ FX(x) είναι
µία αύξουσα συνάρτηση, εποµένως:

1
8
3 +

3
8

=
3
4

= FX(3−) ≤ FX(3) = 1− ce−3 ⇒ ce−3 ≤ 1
4
⇒ c ≤ e3

4
.

Τέλος, η ΑΣΚ είναι άνω ϕραγµένη από το 1: FX(x) ≤ 1 ⇒ 1 − ce−x ≤ 1 ⇒ ce−x ≥ 0 για
x ≥ 3 ⇒ c ≥ 0.
Συνεπώς, α = e−5, b = 0.5 και 0 ≤ c ≤ e3

4 .

(ϐ) Η γραφική παράσταση της FX(x) ϕαίνεται στο σχήµα:

∆ιαβάζοντας το σχήµα έχουµε ότι :
(γ-i) P (X = −5) = FX(−5)− FX(−5−) = e−5 − 0 = e−5 = 0.0067.
(γ-ii) P (X = −2) = FX(−2)− FX(−2−) = e−2 − e−2 = 0.
(γ-iii) P (X ≤ −5) = FX(−5) = e−5.
(γ-iv) P (X ≥ −1) = 1− P (X < −1) = 1− FX(−1−) = 1− e−1 = 0.6321.
(γ-v) P (X = 3) = FX(3)− FX(3−) = 1− ce−3 − (1

83 + 3
8) = 1

4 − ce−3.
(γ-vi) Η X είναι µία µικτή τ.µ.

fX(x) =
dFx(x)

dx
=





ex ,−5 < x < −1
1
8 , 1 ≤ x < 3

ce−x , x > 3
e−5δ(x + 5)

(1
2 − e−1)δ(x + 1)

(1
4 − ce−3)δ(x− 3)
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΄Ασκηση 2.
(α) X ∼ U [2, 5] εποµένως,

fX(x) =
{

1
3 , 2 ≤ x ≤ 5
0 ,αλλού.

Y ∼ U [4, 6] εποµένως,

fY (y) =
{

1
2 , 4 ≤ x ≤ 6
0 ,αλλού.

Καθώς οι X και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.,

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y) =
{

1
6 , 2 ≤ x ≤ 5 και 4 ≤ y ≤ 6
0 ,αλλού.

∆ηλαδή, οι X και Y ακολουθούν µια από κοινού οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα {2 ≤ x ≤
5, 4 ≤ y ≤ 6} µε γραφική παράσταση:

(ϐ) P (A) = P (X > Y )

Από το σχήµα, είναι προφανές ότι P (X > Y ) = 1
6 . EX>Y = 1

6 × 1 · 1 · 1
2 = 1

12 .

(γ) Το πλήθος των αγώνων, W , που κερδίζει ο Νίκος σε 6 προσπάθειες ακολουθεί ∆ιωνυµική κατα-

νοµή: W ∼ ∆(n = 6, p = 1/12). Συνεπώς P (W = 4) =
(

6
4

)(
1
12

)4(11
12

)2

.
(δ) Το πλήθος των αγώνων εώς τη πρώτη νίκη του Κώστα ακολουθεί Γεωµετρική κατανοµή µε πα-
ϱάµετρο p = 11/12. Η µέση τιµή της Γεωµετρικής τ.µ. είναι 1/p = 12/11.
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΄Ασκηση 3.
(α) ΄Οταν B = 1, προφανώς Z = X. Εποµένως, P (Z ≥ 4|B = 1) = P (X ≥ 4) = 1− P (X ≤ 4) =
1− P (X−2

2 ≤ 4−2
2 ) = 1− Φ(1).

(ϐ) P (Z = 4|B = 1) = 0 διότι η τ.µ. Z είναι συνεχής.

(γ) ΄Οταν B = 0, προφανώς Z = Y . Εποµένως, P (Z ≤ 4|B = 0) = P (Y ≤ 4) = P (Y−7
3 ≤ 4−7

3 ) =
Φ(−1) = 1− Φ(1).

(δ) Χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας :

P (Z ≥ 4) = P (Z ≥ 4|B = 0) · P (B = 0) + P (Z ≥ 4|B = 1) · P (B = 1)

= P (Y ≥ 4) · 1
3

+ P (X ≥ 4) · 2
3

= P (
Y − 7

3
≥ 4− 7

3
) · 1

3
+ P (

X − 2
2

≥ 4− 2
2

) · 2
3

= (1− Φ(−1))
1
3

+ (1− Φ(1))
2
3

=
1
3
Φ(1) +

2
3
− 2

3
Φ(1) =

2
3
− 1

3
Φ(1).

΄Ασκηση 4.
(α) X ∼ exp(λ), E[X] = 1/λ, var(X) = 1/λ2, FX(x) = 1− e−λx.
Συνεπώς E[X2] = E2[X] + var(X) = 1

λ2 + 1
λ2 = 2

λ2 .

(ϐ)

P (bX2c = 3) = P (3 ≤ X2 < 4) = P (
√

3 ≤ X < 2)

=
∫ 2

√
3
fX(x)dx = FX(2)− FX(

√
3) = e−

√
3λ − e−2λ.

(γ) Η τ.µ. Y παίρνει τιµές στο διάστηµα (0, 1].
Για 0 < y ≤ 1 :

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (e−X ≤ y) = P (−X ≤ ln y) = P (X ≥ − ln y) = 1−FX(− ln y) = eλ ln y = yλ.

Για y ≤ 0, FY (y) = 0.
Για y ≥ 1, FY (y) = 1.

Συνεπώς,

FY (y) =





0 , y ≤ 0
yλ , 0 < y ≤ 1
1 , y ≥ 1.
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(δ) fY (y) = dFY (y)
dy = λyλ−1, 0 < y ≤ 1.


