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Θέµα 1.

(α) Από τις ιδιότητες της α.σ.κ. FX(x) έχουµε ότι :

lim
x→+∞FX(x) = 1 ⇒ lim

x→+∞(β − 1
8
e−(x−1)) = 1 ⇒ β = 1.

Επίσης, η FX(x) είναι συνεχής από δεξιά :

α = FX(1) = FX(1+) = 1− 1
8
e−(1−1) ⇒ α =

7
8
.

(ϐ) Η γραφική παράσταση της FX(x) ϕαίνεται στο επόµενο σχήµα:

(γ) ΄Οπως ϐλέπουµε στη γραφική παράσταση της FX(x), αυτή έχει τµήµατα στα οποία είναι συνεχής
αλλά έχει και δύο σηµεία ασυνέχειας, τα x = −2 και x = 1. Εποµένως, η τ.µ. X είναι µικτή.
Παίρνει δε τις τιµές -2 και 1 µε µη µηδενικές πιθανότητες :

P (X = −2) = FX(−2+)− FX(−2−) =
5
12
− 1

3
=

1
12

= 0.0833.

και
P (X = 1) = FX(1+)− FX(1−) =

7
8
− 3

4
=

1
8

= 0.125.

(δ) P (X < −3) = FX(−3−) =
1
3
.

(ε) P (X = −2) = FX(−2)− FX(−2−) =
5
12
− 1

3
=

1
12

.

(στ) P (|X| < 1) = P (−1 < X < 1) = FX(1−)− FX(−1) =
3
4
− 1

2
=

1
4

= 0.25.



Θεωρία Πιθανοτήτων - Χειµερινό Εξάµηνο 2011-12/Λύσεις Τελικής Εξέτασης 2

Θέµα 2.

(α) Ορίζουµε το γεγονός S = {µεταδίδεται σήµα}, µε P (S) = 0.75. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα
Ολικής Πιθανότητας, έχουµε:

fX(x) = P (S) · fX|S(x) + P (Sc) · fX|Sc(x).

Μας δίνεται ότι X|S ∼ U [0, 3] ενώ X|Sc ∼ U [−2, 2].

∆ηλαδή,

fX|S(x) =
{

1/3, 0 ≤ x ≤ 3
0, αλλού

fX|Sc(x) =
{

1/4, −2 ≤ x ≤ 2
0, αλλού

Συνεπώς,

fX(x) =
3
4
fX|S(x) +

1
4
fX|Sc(x) =





1/16, −2 ≤ x ≤ 0
5/16, 0 < x ≤ 2
4/16, 2 < x ≤ 3

0, αλλού

-2 2 3

1/16

4/16

5/16

A

B
C

x

f  (x)X

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα, η σ.π.π. της X
είναι κατά τµήµατα σταθερή.

(ϐ) Εφαρµόζουµε το ΘΟΜΤ:

E[X] = P (A)E[X|A] + P (B)E[X|B] + P (C)E[X|C],

όπου P (A) =
2
16

, P (B) =
10
16

, P (C) =
4
16

.

E[X|A] =
−2 + 0

2
= −1, E[X|B] =

0 + 2
2

= 1, E[X|C] =
2 + 3

2
= 2.5,

E[X2|A] =
(−2)2 − 2 · 0 + 02

3
=

4
3
, E[X2|B] =

02 + 0 · 2 + 22

3
=

4
3
, E[X2|C] =

22 + 2 · 2 · 3 + 32

3
=

25
3

.

Συνεπώς,

E[X] =
2
16
· (−1) +

10
16
· 1 +

4
16
· 5
2

=
9
8

= 1.125.
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E[X2] =
2
16
· 4
3

+
10
16
· 4
3

+
4
16
· 25

3
= 3.0833.

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 3.0833− 1.1252 = 1.8177.

(γ) Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes:

P (S|X = 1.5) =
P (S) · fX|S(1.5)

fX(1.5)
=

3
4
· 1
3

5
16

=
4
5

= 0.8.

Θέµα 3.
(α) Οι τ.µ. X, Y παίρνουν τιµές στο γραµµοσκιασµένο τετράγωνο του σχήµατος. Από τη σχέση
κανονικοποίησης προκύπτει ότι :

3
2
EOAΓ + cEABΓ = 1 ⇒

3
2
· 1
2
· 1 · 1 + c · 1

2
· 1 · 1 = 1 ⇒

c =
1
2

= 0.5.

X

Y

Γ F B

D

A

O

(½ , 1)

(1 , ½)
G

1

1

X+Y = 3/2X+Y = 3/2

X+Y = 1

c

3/2

(ϐ) Η τ.µ. Y παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1). ΄Εχουµε:

fY (y) =
∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dx =

∫ 1−y

0

3
2
dx +

∫ 1

1−y

1
2
dx

=
3
2
x
∣∣∣
1−y

0
+

1
2
x
∣∣∣
1

1−y
=

3(1− y) + 1− (1− y)
2

=
3
2
− y

Εποµένως,

fY (y) =
{

3/2− y, 0 ≤ y < 1
0, αλλού

(γ) P (X + Y ≥ 3/2) =
1
2
EDBF =

1
2
· 1
2

1
2
· 1
2

=
1
16

.

(δ) P (X2 + Y 2 ≤ 1) =
3
2
EOAΓ +

1
2
EAGΓ =

3
2
· 1
2
· 1 · 1 +

1
2

[
π · 12

4
− 1

2
· 1 · 1

]
= 0.8927.
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Θέµα 4.
(α-i) P (Z = α) = 0, ∀α.

(α-ii)

P (|Z − 3| ≥ 1.5) = P (Z ≥ 4.5 ∪ Z ≤ 1.5)
= P (Z ≥ 4.5) + P (Z ≤ 1.5)

= 1− P

(
Z − (−4)

3
≤ 4.5− (−4)

3

)
+ P

(
Z − (−4)

3
≤ 1.5− (−4)

3

)

= 1− Φ

(
8.5
3

)
+ Φ

(
5.5
3

)
.

(α-iii)

P (Z2 ≤ 16) = P (−4 ≤ Z ≤ 4)

= P

(
− 4− (−4)

3
≤ Z − (−4)

3
≤ 4− (−4)

3

)

= Φ

(
8
3

)
− Φ(0)

= Φ

(
8
3

)
− 1

2
.

(ϐ-i) E[W ] = E[X + 2Y + 3] = E[X] + 2E[Y ] + 3 = 2 + 2 · 4 + 3 = 13.

var(W ) = var(X + 2Y + 3) = var(X + 2Y ) = var(X) + var(2Y ) + 2cov(X, 2Y )
= var(X) + 4var(Y ) + 2 · 2cov(X, Y )
= var(X) + 4var(Y ) + 4ρX,Y · σx · σy

= 9 + 4 · 25 + 4 · 0.2 · 3 · 5 = 121.

(ϐ-ii) Συσχέτιση:

E[XW ] = E[X(X + 2Y + 3)]
= E[X2] + 2E[XY ] + 3E[X]
= var(X) + (E[X])2 + 2(cov(X,Y ) + E[X]E[Y ]) + 3E[X]
= 9 + 22 + 2(0.2 · 3 · 5 + 2 · 4) + 3 · 2 = 41.

(γ-i) µS = E[S] =
1
2
E[X1] +

1
2
E[X2] = µ

σ2
S = var(S) = var

(
X1

2
+

X2

2

)
= var

(
X1

2

)
+ var

(
X2

2

)
+ 2cov

(
X1

2
,
X2

2

)

=
1
4
var(X1) +

1
4
var(X2) + 2 · 1

2
· 1
2

ρX1,X2 · σX1 · σX2

=
1
4
σ2 +

1
4
σ2 +

1
2

ρX1,X2 · σ2

=
1
2

(1 + ρX1,X2) · σ2
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Συνεπώς,

SNRS =
µ2

S

σ2
S

=
2

1 + ρX1,X2

· µ2

σ2
=

2
1 + ρX1,X2

· SNRX

΄Οταν οι X1 και X2 είναι ασυσχέτιστες, ρX1,X2 = 0 και συνεπώς SNRS = 2SNRX .

(γ-ii) ΄Εχουµε ότι
2

1 + ρX1,X2

= 1.5 ⇒ ρX1,X2 =
1
3
.

(γ-iii) Παρατηρούµε ότι καθώς ρX1,X2 → −1 τότε SNRS → +∞. ∆ηλαδή, αν οι δύο µετρήσεις είναι
ισχυρά αρνητικά συσχετισµένες, ο µέσος όρος τους έχει άπειρο SNR.

Θέµα 5.
(α) Αφού οι X,Y είναι ανεξάρτητες,

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) =
{

1, 0 ≤ x, y ≤ 1
0, αλλού

΄Εχουν δηλαδή από κοινού οµοιόµορφη κατανοµή.

(ϐ) Το πεδίο τιµών της τ.µ. Z είναι το [
1
2
,+∞).

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (
1

X + Y
≤ z)

= P (X + Y ≥ z−1)

=





0, z < 1/2
1 · EHΓΘ, 1/2 ≤ z ≤ 1

1 · EABΓ∆E , 1 < z < +∞

=





0, z < 1/2
(2− z−1)2

2
, 1/2 ≤ z ≤ 1

1− z−2

2
, 1 < z < +∞ X

Y

A

E

Δ

Β

Θ
Γ

Η

1

1

X+Y = z  ,   1<z<+¥
-1

X+Y = z  ,   ½ <z<1
-1

(z  -1 , 1)-1

(z  , 0)-1

(γ)

fZ(z) =
dFZ(z)

dz
=

{
2z−2 − z−3, 1/2 ≤ z ≤ 1

z−3, 1 < z < +∞


