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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Η τυχαία µεταβλητή X έχει αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.):
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όπου α και β είναι σταθερές.

(α) (5 µονάδες) Υπολογίστε τις σταθερές α και β οι οποίες καθιστούν την FX(x) µία έγκυρη α.σ.κ.
(ϐ) (4 µονάδες) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της FX(x).
(γ) (2 µονάδες) Τι είδους τ.µ. είναι η X (διακριτή, συνεχής, µεικτή); Γιατί ;
(δ) (3 µονάδες) Ποια είναι η πιθανότητα P (X < −3);
(ε) (3 µονάδες) Ποια είναι η πιθανότητα P (X = −2);
(στ) (3 µονάδες) Ποια είναι η πιθανότητα P (|X| < 1);

Θέµα 2 - 15 µονάδες.

Η τάση που λαµβάνει ένας δέκτης µοντελοποιείται ως µία τ.µ. X. ΄Οταν δεν µεταδίδεται σήµα,
η τάση ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ -2 και 2 Volts. ΄Οταν µεταδίδεται σήµα, η τάση
ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ 0 και +3 Volts. Υποθέτουµε ότι το σήµα µεταδίδεται µε
πιθανότητα 0.75.

(α) (5 µονάδες) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανό-
τητας της τ.µ. X.
(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά της τάσης στο δέκτη, E[X] και var(X),
αντίστοιχα.
(γ) (5 µονάδες) ∆εδοµένου ότι η τάση στο δέκτη είναι 1.5 Volts, υπολογίστε την πιθανότητα ότι
µεταδόθηκε σήµα.

Θέµα 3 - 20 µονάδες.

Οι συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =



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3/2 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 0 ≤ x + y < 1,
c 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 1 ≤ x + y < 2,
0 αλλού.

(α) (5 µονάδες) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. και υπολογίστε τη σταθερά c.
(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. Y .
(γ) (5 µονάδες) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X + Y ≥ 3/2).
(δ) (5 µονάδες) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X2 + Y 2 ≤ 1).
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Θέµα 4 - 25 µονάδες.

(α) (5 µονάδες) Η τ.µ. Z ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή -4 και διασπορά 9,
Z ∼ N(−4, 9). Υπολογίστε τις ακόλουθες πιθανότητες : (i) P (Z = a) για κάποιο a ∈ (0, 1), (ii)
P (|Z − 3| ≥ 1.5), (iii) P (Z2 < 16). Εκφράστε τις απαντήσεις σας µε ϐάση τιµές της αθροιστικής
συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής.

(ϐ) (5 µονάδες) Οι τ.µ. X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές µε µέσες τιµές E[X] = 2, E[Y ] = 4,
διασπορές var(X) = 9, var(Y ) = 25, και συντελεστή συσχέτισης ρX,Y = 0.2. Ορίζουµε την τ.µ.
W = X + 2Y + 3. Υπολογίστε : (i) E[W ] και var(W ), (ii) τη συσχέτιση των X και W , E[XW ].

(γ) (15 µονάδες) Οι τ.µ. X1 και X2 µοντελοποιούν τις παρατηρήσεις ενός σήµατος υπό την πα-
ϱουσία ϑορύβου, όπως µετρούνται από δύο αισθητήρες ενός ασυρµάτου δικτύου αισθητήρων. Οι
X1 και X2 έχουν την ίδια µέση τιµή, µ, και διασπορά, σ2. Η σηµατοθορυβική σχέση (SNR) κάθε
παρατήρησης (της X1 ή της X2) ορίζεται ως ο λόγος SNRX = µ2

σ2 . ΄Ενας µηχανικός συστηµάτων
επιλέγει να ϐελτιώσει την ποιότητα των δεδοµένων παίρνοντας το µέσο όρο των δύο µετρήσεων:
S = X1+X2

2 .

(γ-i) (5 µονάδες) Εκφράστε το SNRS = µ2
S

σ2
S

της τ.µ. S ως συνάρτηση του SNRX και του συντε-
λεστή συσχέτισης ρX1,X2 µεταξύ των τ.µ. X1 και X2. ∆είξτε ότι το SNRS είναι διπλάσιο από
αυτό των παρατηρήσεων, όταν οι X1 και X2 είναι ασυχέτιστες µεταξύ τους.

(γ-ii) (5 µονάδες) Ο µηχανικός παρατηρεί ότι SNRS = 1.5 SNRX . Σωστά συµπεραίνει ότι οι
παρατηρήσεις X1 και X2 είναι συσχετισµένες. Υπολογίστε την τιµή του συντελεστή συσχέτισης
ρX1,X2 .

(γ-iii) (5 µονάδες) Για ποιά τιµή του ρX1,X2 µπορεί η διαδικασία του µέσου όρου να κάνει το SNRS

αυθαίρετα υψηλό (να το απειρίσει);

Θέµα 5 - 20 µονάδες.

Οι ανεξάρτητες συνεχείς τ.µ. X και Y ακολουθούν καθεµιά οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα
(0, 1). Ορίζουµε την τ.µ. Z = 1

X+Y .

(α) (5 µονάδες) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. των X και Y .
(ϐ) (10 µονάδες) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της Z, FZ(z).
(γ) (5 µονάδες) Υπολογίστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Z, fZ(z).


