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΄Ασκηση 1.

(α) Προφανώς ϑα πρέπει c > 0 (ώστε fX(x) ≥ 0, ∀x). Επίσης :
∫ +∞

−∞
fX(x)dx = 1 ⇒ c

∫ 3

0
xdx + c

∫ 6

3
(6− x)dx = 1

c
1
2
x2|30 + c(6x− 1

2
x2)|63 = 1 ⇒ 9c = 1 ⇒ c =

1
9

(ϐ) Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές είναιFX(x) =
∫ x
−∞ fX(u)du.

Συνεπώς:

• x < 0 : FX(x) = 0

• 0 ≤ x < 3 : FX(x) = 1
9

∫ 3
0 udu = x2

18

• 3 ≤ x < 6 : FX(x) = 1
9

∫ 3
0 udu + 1

9

∫ 6
3 (6− u)du = 1− (6−x)2

18

• x ≥ 6 : FX(x) = 1

3 6
x

Fx(x)

0.5

1

Σχήµα 1: Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής για το ερώτηµα (ϐ) ΄Ασκηση 1.

(γ) Εφόσον ο αριθµός των κοµµατιών που πουλάει η εταιρία µέσα σε µια µέρα µετριέται σε χιλιάδες
κοµµάτια, τότε οι Ϲητούµενες πιθανότητες είναι οι εξής :

P (A) = P (X > 3) = 1− FX(3) = 0.5

και
P (B) = P (1.5 ≤ X ≤ 9) = FX(9)− FX(1.5) = 1− 0.125 = 0.875
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(δ) Η τοµή των γεγονότων Α και Β είναι το γεγονός A ∩B = 3 < X ≤ 9 και

P (A ∩B) = P (3 < X ≤ 9) = P (X > 3) = 0.5 = P (A) 6= P (A) · P (B)

Οπότε τα γεγονότα Α, Β δεν είναι ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 2.

(α)

P (|X| < 8) = P (−8 < X < 8)

= Φ
(

8− 2
10

)
− Φ

(−8− 2
10

)

= Φ(0.6)− Φ(−1)
= Φ(0.6)− (1− Φ(1))
= Φ(0.6) + Φ(1)− 1

(ϐ)

E
[
(X − 4)2

]
= E[X2 − 8X + 16]
= E[X2]− 8E[X] + 16
= var(X) + E2[X]− 8E[X] + 16
= 100 + 4− 8 · 2 + 16 = 104

΄Ασκηση 3.

(α) Η περιοχή όπου η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι c ϕαίνεται στο
Σχήµα (2). Πρόκειται για ένα τρίγωνο µε ϐάση 2 και ύψος 1. Για την σταθερά c πρέπει,

∫ +∞

−∞

∫
fxy(x, y)dxdy = 1,

ή

c · 1
2
· 1 · 2 = 1,

ή

c = 1,

όπου το γινόµενο 1
2 · 1 · 2 είναι το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου τριγώνου.
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Γενικά ισχύει ότι fX(x) =
∫ +∞
−∞ fXY (x, y)dy. Από το Σχήµα (2) ϕαίνεται ότι,

• Για −1 ≤ x ≤ 0, fX(x) =
∫ 1+x
0 cdy = 1 + x

• Για 0 ≤ x ≤ 1, fX(x) =
∫ 1−x
0 cdy = 1− x.

x

y
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-x+y=1

Σχήµα 2: 2(a,i).
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Σχήµα 3: 2(a,ii).

΄Αρα,

fX(x) =





1 + x ,−1 ≤ x ≤ 0
1− x , 0 ≤ x ≤ 1
0 , αλλού.

Οµοίως για 0 ≤ y ≤ 1, fY (y) =
∫ +∞
−∞ fXY (x, y)dy =

∫ 1−y
y−1 cdx = 2(1− y). ∆ηλαδή,

fY (y) =
{

2(1− y) , 0 ≤ y ≤ 1
0 , αλλού.

Προφανώς, Σχήµα (3), fXY (x, y) 6= fX(x)fY (y) και οι τυχαίες µεταβλητές XY δεν είναι
ανεξάρτητες.

(ϐ) Απαντάται πολύ εύκολα παρατηρώντας τη γραφική παράσταση του Σχήµατος (4). Το
ολοκλήρωµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας στο γραµµοσκιασµένο τρίγωνο µε
ϐάση (0, 1) και ύψος 1

3 στο σηµείο (23 , 1
3 ) ισούται µε την πιθανότητα P (X ≥ 2Y ). ΄Αρα,

P (X ≥ 2Y ) = 1
2 · 1

3 · 1 = 1
6 .

(γ) Οµοίως από το Σχήµα (5) έχουµε ότι,

P (X + Y ) ≥ 1
2
) = c · E1 = c · (E − E2) = 1 · (1− 1

2
· 3
2
· 3
4
) =

7
16

.
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Σχήµα 4: 2β.
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Σχήµα 5: 2γ.

(δ)

fX|Y (x|y) =
fXY (x, y)

fY (y)
=

1
2(1− y)

, |x| ≤ 1− y, 0 < y < 1,

fY |X(y|x) =
fXY (x, y)

fX(x)
=

1
1− |x| , 0 < y < 1− |x|, |x| ≤ 1.


