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΄Ασκηση 1.

(α)

pX(x) =
3∑

y=1

pX,Y (x, y), x = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pX(x) =





4/9, x = 1
3/9, x = 2
2/9, x = 3
0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[X] =
3∑

x=1

xpX(x) = 1 · 4
9

+ 2 · 3
9

+ 3 · 2
9

=
16
9

(ϐ) Οµοίως,

pY (y) =
3∑

x=1

pX,Y (x, y), y = 1, 2, 3

Από τον πίνακα τιµών της pX,Y (x, y) προκύπτει εύκολα ότι :

pY (y) =





2/9, y = 1
3/9, y = 2
4/9, y = 3
0, αλλού

Εύκολα προκύπτει ότι :

E[Y ] =
3∑

y=1

ypY (y) = 1 · 2
9

+ 2 · 3
9

+ 3 · 4
9

=
20
9

(γ) ΄Εχουµε ότι :

PY |A(y) =
P (Y = y, A)

P (A)
όπου,

P (A) = P (X ≤ 2) =
2∑

i=1

pX(x)

= pX(1) + pX(2)

=
4
9

+
3
9

=
7
9
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Επίσης, ισχύει ότι :

• {Y = 1} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 1), (2, 1)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 1, A) = pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 1) = 1
9 + 0 = 1

9

• {Y = 2} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 2), (2, 2)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 2, A) = pX,Y (1, 2) + pX,Y (2, 2) = 2
9 + 1

9 = 3
9

• {Y = 3} ∩ {X ≤ 2} =
{

(1, 3), (2, 3)
}
. ΄Αρα,

P (Y = 3, A) = pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) = 1
9 + 2

9 = 3
9

΄Αρα, ϑα είναι :

pY |A(y) =





1/7, y = 1
3/7, y = 2
3/7, y = 3
0, αλλού

Επίσης, ισχύει ότι :

E[Y |A] =
3∑

y=1

y pY |A(y) = 1 · 1
7

+ 2 · 3
7

+ 3 · 3
7

=
16
7

E[Y 2|A] =
3∑

y=1

y2 pY |A(y) = 12 · 1
7

+ 22 · 3
7

+ 32 · 3
7

=
40
7

var(Y |A) = E[Y 2|A]−
(
E[Y |A]

)2
=

40
7
−

(16
7

)2
=

24
49

= 0.49

(δ) ΄Εχουµε ότι :

E[Z] = E[3X + 2Y + 7] = 3E[X] + 2E[Y ] + 7

= 3 · 16
9

+ 2 · 20
9

+ 7

=
151
9

= 16.78

(ε) Καθώς οι X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, ϑα είναι :

pX̃,Ỹ (x, y) = pX̃ · pỸ (y), x, y = 1, 2, 3.

όπου οι pX̃(x) και pỸ (y) ακολουθούν τις εκφράσεις στα (α) και (ϐ). Οι τιµές της pX̃,Ỹ (x, y)
ϕαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Ỹ =1 Ỹ =2 Ỹ =3
X̃=1 8/81 12/81 16/81
X̃=2 6/81 9/81 12/81
X̃=3 4/81 6/81 8/81
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΄Ασκηση 2.

(α) Προφανώς, χρειάζεται να κερδίσει τουλάχιστον δύο ϕορές για κάθε ϕορά (εβδοµάδα) που χάνει.
Συνεπώς σε µια διάρκεια 5 εβδοµάδων πρέπει να ϕέρει είτε 4 ϕόρες κεφαλή (W5 = 4) είτε 5 ϕορές
κεφαλή (W5 = 5), για να έχει στο τέλος στην κατοχή του περισσότερα από 1 ευρώ.

P ({4Κ σε 5 εβδοµάδες} ∪ {5Κ σε 5 εβδοµάδες}) =
(

5
4

)(
1
2

)4 1
2

+
(

5
5

)(
1
2

)5 (
1
2

)0

= 5 · 1
32

+
1
32

=
3
16

= 0.1875

(ϐ)

E[Xi] =
1
2
· 2 +

1
2
· 1
4

=
9
8

Χρησιµοποιώντας την ανεξαρτησία των Xi, έχουµε ευκολα:

E[Wn] = E[X1X2 · · ·Xn] = E[X1] · · ·E[Xn] =
(

9
8

)n

.

Για n = 10 έχουµε E[W10] = 3, 25€ και για n = 100 έχουµε E[W100] ≈ 130.992€.
(γ)

E[X2
i ] =

1
2
· 22 +

1
2

(
1
4

)2

=
65
32

E[W 2
n ] = E[X2

1X2
2 · · ·X2

n] = E[X2
1 ] · · ·E[X2

n] =
(

65
32

)n

.

Εποµενως:

σWn =
√

var(Wn)

=
√

E[W 2
n ]− (E[Wn])2

=

√(
65
32

)n

−
(

9
8

)2n

=

√
(130n − 81n)

64n

≈
√(

130
64

)n

για µεγάλα n

≈
(√

2
)n

Για n = 10 έχουµε σWn = 32 και για n = 100 έχουµε σWn = 1015. Παρατηρούµε ότι για µεγάλα
n, σWn >> E[Wn].

΄Ασκηση 3. Από την έκφραση της από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των X και Y είναι προφανές
ότι οι X και Y είναι ανεξάρτητες, καθώς:

pX,Y (x, y) = c1x
2 · c2

√
y = pX(x) · pY (y)

για κατάλληλες σταθερές c1 και c2. Συνεπώς E[XY 3] = E[X] · E[Y 3]. Αλλά η συνάρτηση πιθανό-
τητας της X, pX(x) = c1 · x2, είναι συµµετρική γύρω από το 0, άρα E[XY 3] = 0 · E[Y 3] = 0.
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΄Ασκηση 4.

(α) Πρέπει
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1 ⇒

∫ 1

0
a(1− x)dx = 1 ⇒

(
ax− a

2
x2

)
|10 = 1 ⇒ a− a

2
= 1 ⇒ a = 2

Εναλλακτικά, πρέπει η επιφάνεια του τριγώνου µε ϐάση 1 και ύψος a να είναι ίση µε 1
1
2 · a · 1 = 1 ⇒ a = 2. Η γραφική παράσταση της σππ της X ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

x

fx(x)

1

a

Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της σ.π.π. για την ΄Ασκηση 4, υποερώτηµα (α).

(ϐ)

P
(
6X2 > 5X − 1

)
= P

(
6X2 − 5X − 1 > 0

)

= P ((3X − 1)(2X − 1) > 0)

= P

(
X >

1
3
∩X >

1
2

)
+ P

(
X <

1
3
∩X <

1
2

)

= P

(
X >

1
2

)
+ P

(
X <

1
3

)

= 1− P

(
1
3
≤ X ≤ 1

2

)

= 1−
∫ 1

2

1
3

2(1− x)dx =
29
36

Σχήµα 2: Η γραφική παράσταση της σ.π.π. για την ΄Ασκηση 4, υποερώτηµα (ϐ).
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(γ)

FX(x) = 0 για x < 0

FX(x) =
∫ x

0
2(1− t)dt = 2t− t2

∣∣x
0 = 2x− x2 για 0 ≤ x ≤ 1

FX(x) = 1 για x > 1

Τελικά:

FX(x) =





0 , x < 0
2x− x2 , 0 ≤ x ≤ 1

1 , x > 1

΄Ασκηση 5.

(α-i) P (X ≤ 1) = FX(1) = 0.05
(α-ii) P (X ≤ 10) = FX(10) = 0.75
(α-iii) P (X > 10) = 1− P (X ≤ 10) = 1− 0.75 = 0.25
(α-iv) P (X ≥ 10) = P (X > 10) + P (X = 10) = 0.25 + 0.25 = 0.5
(α-v) P (|X − 5| ≤ 0.1) = P (4.9 < X < 5.1) + P (X = 4.9) = FX(5.1)− FX(4.9) + 0 = 0.255
(α-vi) Παρατηρώντας τις ασυνέχειες στην FX(u), συµπεραίνουµε ότι η X είναι µικτή τ.µ. Παίρνει
τις τιµές X = 5, 10, 15 µε µη-µηδενικές πιθανότητες :

P (X = 5) = P (X = 10) = P (X = 15) = 0.25

Επίσης, καθώς FX(x) =
x

20
για 0 ≤ x < 5, παραγωγίζοντας παίρνω ότι fX(x) =

1
20

για 0 ≤ x < 5.
Η γραφική παράσταση της σ.π.π. της X ϕαίνεται στο Σχήµα .
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Σχήµα 3: Η γραφική παράσταση της σ.π.π. για την ΄Ασκηση 5.

fX(x) =
1
20

[u(x)− u(x− 5)] + 0.25[δ(x− 5) + δ(x− 10) + δ(x− 15)]

(α-vi) E[X] =
∫ 5

0

1
20

xdx + 0.25(5 + 10 + 15) =
1
20

1
2
x2

∣∣∣
5

0
+ 0.25× 30 = 8.125


