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Θέµατα: ∆ιακριτές Τυχαίες Μεταβλητές (ΙΙ) και Συνεχείς τ.µ. (Ι).

΄Ασκηση 1. Θεωρείστε τις δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.) µε από κοινού συνάρτηση πιθα-
νότητας (σ.π.) όπως ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:
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(α) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pX(x) της τ.µ. X. Υπολογίστε τη µέση τιµή της X, E[X].
(ϐ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π. pY (y) της τ.µ. Y . Υπολογίστε τη µέση τιµή της Y , E[Y ].
(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π. της τ.µ. Y , pY/A(y), δεδοµένου του γεγονότος A = {X ≤ 2}.
Ποια είναι η µέση τιµή, δεύτερη ϱοπή, και διασπορά της τ.µ. Y δεδοµένου του A, δηλαδή ποια
είναι τα E[Y/A], E[Y 2/A], και var(Y/A), αντίστοιχα ;
(δ) ΄Εστω η τ.µ. Z = g(X,Y ) = 3X + 2Y + 7. Υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Z.
(ε) ΄Εστω η τ.µ. X̃ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. X και η τ.µ. Ỹ µε την ίδια σ.π. όπως η τ.µ. Y .
΄Εστω ότι οι τ.µ. X̃ και Ỹ είναι ανεξάρτητες. Υπολογίστε την από κοινού σ.π. των X̃ και Ỹ .

΄Ασκηση 2. Στο παιχνίδι ¨∆ιπλασιάζω ή Τεταρτιάζω,¨ ένα δίκαιο κέρµα ϱίχνεται διαδοχικά και
ανεξάρτητα. Ο παίκτης λαµβάνει πίσω το διπλάσιο του ποσού που πόνταρε όταν έρχεται κεφα-
λή, αλλά µόνο το ένα τέταρτο του ποσού όταν έρχονται γράµµατα. Ποντάρει 1 ευρώ στην πρώτη
ϱίψη του κέρµατος και συνεχίζει ποντάροντας όλα τα λεφτά του σε κάθε µία από τις επόµενες ϱίψεις.

Για παράδειγµα, λαµβάνει πίσω 2 ευρώ αν η πρώτη ϱίψη ϕέρει κεφαλή, αλλά µόνο 0,25 ευρώ αν η
πρώτη ϱίψη ϕέρει γράµµατα. Στη δεύτερη ϱίψη ποντάρει το συνολικό ποσό που διαθέτει (δηλαδή είτε
τα 2 είτε τα 0,25 ευρώ) και λαµβάνει πίσω το διπλάσιο αν έρθει κεφαλή ή το ένα τέταρτο αν έρθουν
γράµµατα.

Το συνολικό ποσό που έχει ο παίκτης µετά από n ϱίψεις συµβολίζεται από την τ.µ. Wn, η οποία
µπορεί να εκφραστεί ως

Wn = X1 ·X2 · · ·Xn,

όπου οι τ.µ. Xi είναι ανεξάρτητες και έχουν συνάρτηση πιθανότητας P (Xi = 2) = P (Xi = 1
4) = 1

2 .

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ο παίκτης να κερδίζει λεφτά (δηλαδή να διαθέτει περισσότερα από 1
ευρώ) µετά από 5 ϱίψεις του Ϲαριού.

(ϐ) Υπολογίστε τη µέση τιµή του συνολικού ποσού, E[Wn], που έχει ο παίκτης µετά από n ϱίψεις.

(γ) Υπολογίστε τη τυπική απόκλιση του συνολικού ποσού, σWn , που έχει ο παίκτης µετά από n
ϱίψεις. Συγκρίνετε τις τιµές των E[Wn] και σWn για µεγάλα n (π.χ. n = 100). Τι παρατηρείτε ;
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΄Ασκηση 3. Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των διακριτών τ.µ. X και Y δίνεται από τη σχέση

pX,Y (x, y) =
{

Cx2√y αν x = −5,−4, . . . ,+4,+5 και y = 0, 1, . . . , 10
0 αλλιώς,

όπου C είναι κατάλληλη σταθερά. Υπολογίστε το E[XY 3].

΄Ασκηση 4. Η συνεχής τυχαία µεταβλητή X έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)

fX(x) =
{

a(1− x) για 0 ≤ x ≤ 1,
0 αλλιώς.

(α) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της σ.π.π. της X και υπολογίστε τη σταθερά a.
(ϐ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (6X2 > 5X − 1).
(γ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) της X, FX(x).

΄Ασκηση 5. Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(u) της τ.µ. X ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(u) της τ.µ. X.

Υπολογίστε τα ακόλουθα:

(α) P (X ≤ 1).

(ϐ) P (X ≤ 10).

(γ) P (X > 10).

(δ) P (X ≥ 10).

(στ) P (|X − 5| ≤ 0.1).

(ε) Κατανοµή, fX(x), της X. Τι είδους µεταβλητή είναι η X;

(Ϲ) Μέση τιµή, E[X].


