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΄Ασκηση 1. Αφού p(1) = P (A) και p(0) = 1− P (A), ϑα έχουµε ότι

E[I] = 1 · P (A) + 0 · (1− P (A)) = P (A).

Συνεπώς, η µέση τιµή της δείκτριας τυχαίας µεταβλητής ενός ενδεχοµένου Α ισούται µε την πιθα-
νότητα να συµβεί το ενδεχόµενο Α.

΄Ασκηση 2. Αφού ο κάθε µαθητής, που επιλέγεται τυχαία από τους 120 µαθητές, έχει την ίδια
πιθανότητα να επιλεγεί, έχουµε ότι

P (X = 36) =
36
120

, P (X = 40) =
40
120

, P (X = 44) =
44
120

Συνεπώς,

E[X] = 36
(

3
10

)
+ 40

(
1
3

)
+ 44

(
11
30

)
=

1208
30

= 40.2667.

΄Ασκηση 3. Ας υποθέσουµε ότι ο τροχός σταµατά µε πιθανότητα 1/6 σε κάθε αριθµό και το κάθε
αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα. Τότε, ο αριθµός των ϕορών που ο αριθµός στον
οποίο στοιχηµάτισε ο παίκτης εµφανίζεται είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους
(3, 1

6). Συνεπώς, αν X είναι τα κέρδη του παίκτη σε ένα παιχνίδι, έχουµε

P{X = −1} =
(

3
0

)(
1
6

)0 (
5
6

)3

=
125
216

P{X = 1} =
(

3
1

) (
1
6

)1 (
5
6

)2

=
75
216

P{X = 2} =
(

3
2

) (
1
6

)2 (
5
6

)1

=
15
216

P{X = 3} =
(

3
3

) (
1
6

)3 (
5
6

)0

=
1

216

Για να προσδιοόρισουµε αν αυτό συµφέρει ή όχι τον παίκτη, ϑα προσδιορίσουµε το αναµενόµενο
κέρδος E[X]. Από τις προηγουµένως υπολογισµένες πιθανότητες, έχουµε

E[X] =
−1 · 125 + 1 · 75 + 2 · 15 + 3 · 1

216
=
−17
216

Συνεπώς, σε ϐάθος χρόνου, ο παίκτης αναµένεται να χάνει 17 ευρώ κάθε 216 παιχνίδια.
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΄Ασκηση 4.
(α) Ο αριθµός των µονάδων που λειτουργούν σε ένα σύστηµα είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή
µε παραµέτρους (n, p). Από αυτό προκύπτει ότι η πιθανότητα ένα σύστηµα 5 µονάδων να λειτουργεί
αποτελεσµατικά ϑα είναι

(
5
3

)
p3(1− p)2 +

(
5
4

)
p4(1− p) + p5

ενώ η αντίστοιχη πιθανότητα για ένα σύστηµα µε 3 µονάδες ϑα είναι
(

3
2

)
p2(1− p) + p3

Συνεπώς, το σύστηµα 5 µονάδων ϑα είναι καλύτερο αν

10p3(1− p)2 + 5p4(1− p) + p5 > 3p2(1− p) + p3

το οποίο ανάγεται στο
3(p− 1)2(2p− 1) > 0

ή
p >

1
2
.

(ϐ) Γενικότερα, ένα σύστηµα µε 2k + 1 µονάδες ϑα είναι καλύτερο από ένα σύστηµα µε 2k − 1
µονάδες αν (και µόνο αν) p > 1/2 . Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό µας αυτό, ας ϑεωρήσουµε
ένα σύστηµα από 2k+1 µονάδες και ας ϑέσουµε X να είναι ο αριθµός των 2k−1 πρώτων µονάδων του
συστήµατος που λειτουργούν. Ας ονοµάσουµε ένα σύστηµα που λειτουργεί σωστά, ¨λειτουργικό¨.
Τότε

P2k+1(λειτουργικό) = P{X ≥ k + 1}+ P{X = k}(1− (1− p)2) + P{X = k − 1}p2

αφού ένα σύστηµα µε (2k + 1) µονάδες ϑα είναι λειτουργικό αν λειτουργούν τουλάχιστον k + 1
µονάδες :

(ι) X ≥ k + 1, είτε
(ιι) X = k και τουλάχιστον µια από τις δύο υπόλοιπες µονάδες λειτουργεί, είτε
(ιιι) X = k − 1 και οι δύο από τις υπόλοιπες µονάδες λειτουργούν

Αφού
P2k−1(λειτουργικό) = P{X ≥ k} = P{X = k}+ P{X ≥ k + 1}

ϑα έχουµε

P2k+1(λειτουργικό)− P2k−1(λειτουργικό)
= P{X = k − 1}p2 − (1− p)2P{X = k}

=
(

2k − 1
k − 1

)
pk−1(1− p)kp2 − (1− p)2

(
2k − 1

k

)
pk(1− p)k−1

=
(

2k − 1
k

)
pk(1− p)k[p− (1− p)], αφού

(
2k − 1
k − 1

)
=

(
2k − 1

k

)

> 0 → p >
1
2
.
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΄Ασκηση 5. Το πλήθος των ελλατωµατικών προϊόντων στα 10 τεµάχια ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανο-
µή µε παραµέτρους n = 10 και p = 0.1, δηλαδή X ∼ ∆(n = 10, p = 0.1). Η Ϲητούµενη πιθανότητα
είναι ίση µε

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1−
(

10
0

)
(0.1)0(0.9)10 = 1− (0.9)10 = 0.6513.

Αν χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση κατά Poisson, τότε X ∼ Poisson(λ = np = 1). Συνεπώς,

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1− e−1 = 0.6321.

΄Ασκηση 6.
(α) Επιτυχή αποστολή ενός µηνύµατος από την πηγή στον προορισµό έχουµε όταν λειτουργεί τουλά-
χιστον µία από τις δύο πρώτες παράλληλες συνδέσεις ΚΑΙ λειτουργεί η µεσαία σύνδεση ΚΑΙ λειτουρ-
γεί τουλάχιστον µία από τις τελευταίες παράλληλες συνδέσεις. Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα
είναι

P (επιτυχούς αποστολής) = (1− (1− p)2) · p · (1− (1− p)2)

= (2p− p2)p(2p− p2) =
(

3
4

)(
1
2

)(
3
4

)
=

9
32

= 0.2813.

(ϐ) Εφόσον µπορεί να αποσταλεί ένα µήνυµα, τότε µπορούν να αποσταλούν 10 πακέτα (όλες οι
συνδέσεις του δικτύου έχουν χωρητικότητα µεγαλύτερη ή ίση του 10). Περισσότερα από 10 πακέτα
δεν είναι δυνατόν να αποσταλούν, δεδοµένου οτι η χωρητικότητα της µεσαίας σύνδεσης είναι ίση µε
10. Συνεπώς, η X µπορεί να πάρει δύο δυνατές τιµές : X = 0 και X = 10 µε πιθανότητες οι οποίες
υπολογίζονται χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (α).

pX(10) = P (επιτυχούς αποστολής) =
9
32

= 0.2813.

pX(0) = P (ανεπιτυχούς αποστολής) = 1− 9
32

=
23
32

= 0.7187.

(γ) Ο Ϲητούµενος µέσος αριθµός των πακέτων που στέλνονται είναι

E[X] = 0 · pX(0) + 10 · pX(10) =
90
32

=
45
16

= 2.8125.

΄Ασκηση 7.
(α) Γνωρίζουµε ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων των δυνατών τιµών των x και y είναι 1. Συνεπώς:

1 · 1 · c + 1 · 3 · c + 2 · 1 · c + 2 · 3 · c + 4 · 1 · c + 4 · 3 · c = 1 → c =
1
28

(ϐ) Υπάρχουν τρία σηµεία για τα οποία ισχύει Y < X, τα (2, 1), (4, 1) και (4, 3):

P (Y < X) = P ((2, 1)) + P ((4, 1)) + P ((4, 3)) = 2 · 1/28 + 4 · 1/28 + 4 · 3/28 = 18/28

(γ) Υπάρχουν δύο σηµεία για τα οποία ισχύει Y > X, τα (1, 3) και (2, 3):

P (Y > X) = P ((1, 3)) + P ((2, 3)) = 1 · 3/28 + 2 · 3/28 = 9/28

(δ) Υπάρχει µόνο ένα σηµείο για το οποίο ισχύει Y = X:

P (Y = X) = P ((1, 1)) = 1 · 1/28 = 1/28
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Παρατηρήστε ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων στο ερωτήµατα (ϐ),(γ) και (δ) είναι 1, όπως αναµένε-
ται.
(ε) Υπάρχουν τρία σηµεία για τα οποία ισχύει y = 3, τα (1, 3), (2, 3) και (4, 3):

P (Y = 3) = P ((1, 3)) + P ((2, 3)) + P ((4, 3)) = 3/28 + 6/28 + 12/28 = 21/28

(στ) Γενικά, για δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές X και Y για τις οποίες είναι ορισµένη η από
κοινού συνάρτηση πιθανότητας, έχουµε:

pX(x) =
∞∑

y=−∞
pX,Y (x, y), pY (y) =

∞∑
x=−∞

pX,Y (x, y)

Στην δεδοµένη περίπτωση το πλήθος των δυνατών Ϲεύγων (X, Y ) είναι µικρό, οπότε µπορούµε να
υπολογίζουµε τις περιθωριακές συναρτήσης πιθανότητας µε απαρίθµηση. Για παράδειγµα:

pX(2) = P ((2, 1)) + P ((2, 3)) = 8/28

Συνολικά έχουµε:

pX(x) =





4/28, x = 1
8/28, x = 2
16/28, x = 4

0, αλλιώς
και

pY (y) =





7/28, y = 1
21/28, y = 3

0, αλλιώς

(Ϲ) Γενικά, η µέση τιµή για οποιαδήποτε διακριτή τυχαία µεταβλητή X είναι :

E[X] =
∞∑

x=−∞
xpX(x).

Για αυτό το πρόβληµα,
E[X] = 1(1/7) + 2(2/7) + 4(4/7) = 3.

και
E[Y ] = 1(1/4) + 3(3/4) = 5/2.

(η) Η διασπορά για µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X υπολογίζεται ως E[X2]−E[X]2 ή ως E[(X−
E[X])2]. Χρησιµοποιώντας τον δεύτερο τρόπο έχουµε:

var(X) = (1− 3)2(1/7) + (2− 3)2(2/7) + (4− 3)2(4/7) = 10/7

var(Y ) = (1− 5/2)2(1/4) + (3− 5/2)2(3/4) = 5/8.


