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Θέµα 1.

(α) Ορίζουµε ως C = A ∪ B το γεγονός ‘συµβαίνει τουλάχιστον ένα από τα A και B’. Επίσης,
ορίζουµε ως D = Ac ∪Bc το γεγονός ‘∆ΕΝ συµβαίνει τουλάχιστον ένα από τα A και B’. Μας δίδεται
ότι P (C) = P (D) = 0.8. Ζητάµε την πιθανότητα του γεγονότος ABc ∩ AcB. Η τοµή των C και D
είναι :

C ∩D = (A ∪B) ∩ (Ac ∪Bc) = ((A ∪B) ∩Ac) ∪ ((A ∪B) ∩Bc)
= ((A ∩Ac) ∪ (B ∩Ac)) ∪ ((A ∩Bc) ∪ (B ∩Bc))
= (∅ ∪BAc) ∪ (ABc ∪ ∅) = ABc ∪BAc

Επίσης, C ∪D = Ω (ϕαίνεται εύκολα µε ένα διάγραµµα Venn). Εποµένως,

1 = P (Ω) = P (C ∪D) = P (C) + P (D)− P (CD) ⇒
⇒ P (CD) = 0.8 + 0.8− 1 = 0.6 ⇒ P (ABc ∪BAc) = 0.6.

(ϐ) E[X] = np = 100× 0.2 = 20.
var(X) = np(1− p) = 100× 0.2× 0.8 = 16.
Εποµένως, E[X2] = var(X) + (E[X])2 = 16 + 202 = 416.

(γ) E[Y ] = 3E[X] + 2 = 3np + 2 = 3× 4× 1
3 + 2 = 6.

var(Y ) = 9var(X) = 9np(1− p) = 9× 4× 1
3 × 2

3 = 8.

Θέµα 2.
(α) Το καπέλο περιέχει τα Ϲεύγη {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4} µε ίδια πιθανότητα 1/6.
Εποµένως P ({η µπάλα 3 ϐρίσκεται στο καπέλο}) = P ({1, 3} ∪ {2, 3} ∪ {3, 4}) = 3× 1/6 = 1/2.

(ϐ)
Ενδεχόµενα του Ω Πιθανότητα X pX(x)

{1, 2} 1/6 3 1/6
{1, 3} 1/6 4 1/6
{1, 4} 1/6 5 2/6
{2, 3} 1/6 5
{2, 4} 1/6 6 1/6
{3, 4} 1/6 7 1/6

Συνεπώς,

pX(x) =

{
1
6 x = 3, 4, 6, 7
2
6 x = 5

E[X] = (3 + 4 + 6 + 7)× 1
6

+ 5× 2
6

= 5.
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E
[
X2

]
=

(
32 + 42 + 62 + 72

)× 1
6

+ 52 × 2
6

=
160
6

.

var(X) = E
[
X2

]− (E[X])2 =
160
6
− 52 =

10
6

=
5
3
.

(γ) Μετά την κλοπή της µπάλας 3, το καπέλο ϑα περιέχει τα εξής : {1, 2}, {1}, {1, 4}, {2}, {2, 4}, {4}
µε ίση πιθανότητα 1/6. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας, έχουµε:

P ({η µπάλα που επιλέγεται έχει περιττό αριθµό (δηλαδή 1)}) =
(

1
2

+ 1 +
1
2

+ 0 + 0 + 0
)
×1

6
=

1
3
.

Θέµα 3.
(α) ΄Οταν ο καθηγητής ϐάζει πίσω στην τσέπη του το λάθος κλειδί, δηλαδή επιλέγει µε επανάθεση,
έχουµε ουσιαστικά µια ακολουθία ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p = 1/n
και αποτυχίας 1− p = 1− 1/n. Η τ.µ. X είναι το πλήθος των προσπαθειών έως την πρώτη επιτυχία
και εποµένως, X ∼ Γεωµετρική(p = 1/n). Συνεπώς,

pX(k) = (1− p)k−1 · p =
(

1− 1
n

)k−1

· 1
n

; k = 1, 2, 3, . . .

και
E[x] =

1
p

= n.

(ϐ) ΄Οταν ο καθηγητής ϐάζει στην άκρη το λάθος κλειδί, δηλαδή επιλέγει χωρίς επανατοποθέτηση, η
τ.µ. X µπορεί να πάρει τιµές X = 1, 2, . . . , n. Το γεγονός {X = k}, k = 1, 2, . . . , n συµβαίνει όταν
το σωστό κλειδί ϐγαίνει k-στό στη σειρά από την τσέπη του. Σκεφτόµαστε λοιπόν µια διάταξη των
n κλειδιών στην τσέπη του καθηγητή. Υπάρχουν n! τέτοιες διατάξεις (το πλήθος των µεταθέσεων n
αντικειµένων) και ο καθηγητής ϐγάζει τα κλειδιά από την τσέπη του µε τη σειρά που έχουν διαταχθεί.
Ακριβώς (n− 1)! από όλες τις n! διατάξεις έχουν το σωστό κλειδί ως k-στό στη σειρά (καθώς τα n− 1
λάθος κλειδιά καταλαµβάνουν τις n− 1 άλλες ϑέσεις µε (n− 1)! τρόπους). Συνεπώς,

P (X = k) =
(n− 1)!

n!
=

1
n

για k = 1, 2, .., n.

΄Αρα σε αυτή την περίπτωση, η τ.µ. X ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή µε πεδίο τιµών {1, 2, .., n}.
Συνεπώς E[X] = n+1

2 . Βλέπουµε ότι η στρατηγική που ϐάζει τα λάθος κλειδιά στην άκρη αντί να
τα τοποθετεί πάλι πίσω στην τσέπη µειώνει το µέσο όρο προσπαθειών σχεδόν στο µισό !

Θέµα 4.
(α) Οι τυχαίες µεταβλητές V και W δεν γίνεται να είναι ανεξάρτητες. Π.χ., αν V = 12 (δηλαδή
X = Y = 3) τότε W = 0.

(ϐ) Μας δίνεται ότι

pX(x) =

{
1
3 x = 1, 2, 3
0 αλλού

και

pY (y) =

{
1
3 y = 1, 2, 3
0 αλλού.

Επίσης, οι X και Y είναι ανεξάρτητες. Συνεπώς, pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y) =

{
1
9 x, y ∈ {1, 2, 3}
0 αλλού.

Η γραφική παράσταση της pX,Y (x, y) ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Γραφική παράσταση της pX,Y (x, y).

(γ) Εύκολα προκύπτει ότι η τ.µ. V = 2X + 2Y παίρνει τιµές {4, 6, 8, 10, 12}.
P ({V = 4}) = P ((X, Y ) = (1, 1)) = 1

9
P ({V = 6}) = P ((X, Y ) = (1, 2) ή (2, 1)) = 2

9
P ({V = 8}) = P ((X, Y ) = (2, 2) ή (1, 3) ή (3, 1)) = 3

9
P ({V = 10}) = P ((X, Y ) = (2, 3) ή (3, 2)) = 2

9
P ({V = 12}) = P ((X, Y ) = (3, 3)) = 1

9

V

v

p (v)

1/9

2/9

1/3

4 6 10 128

Σχήµα 2: Γραφική παράσταση της pV (v).

Συνεπώς, η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. V είναι :

pV (v) =





1/9 v = 4, 12
2/9 v = 6, 10
3/9 v = 8
0 αλλου

µε γραφική παράσταση που ϕαίνεται στο Σχήµα 2. Λόγω συµµετρίας, E[V ] = 8. Επίσης,

var(V ) = var(2(X + Y )) = 4var(X + Y ) = 4(var(X) + var(Y )) = 4× 2× 32 − 1
12

=
16
3

.
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(δ) Η γραφική παράσταση στο Σχήµα 3 µας ϐοηθά στον υπολογισµό της pV,W (v, w).
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Σχήµα 3: Γραφική παράσταση της pX,Y (x, y) µε σηµειωµένες τις τιµές των (v, w).

Αυτό γίνεται υπολογίζοντας σε ποιό Ϲευγάρι τιµών (v, w) αντιστοιχεί κάθε δυνατό Ϲευγάρι τιµών
(x, y). Π.χ., στο Ϲευγάρι (x, y) = (1, 1) αντιστοιχεί µόνο το Ϲευγάρι (v, w) = (4, 0). Είναι µία
αντιστοίχιση 1 προς 1 και εύκολα προκύπτει η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας pV,W (v, w) της
οποίας η γραφική παράσταση δίνεται στο Σχήµα 4.
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Σχήµα 4: Γραφική παράσταση της pV,W (v, w).

(ε) ΄Εχουµε ότι P (W > 0) = P (W = 1) + P (W = 2) = 2
9 + 1

9 = 1
3 (δες το Σχήµα 5). Η δεσµευµένη

σ.π. της τ.µ. V δεδοµένου του {w > 0} είναι (δες και το Σχήµα 5):

pV |W>0(v) =
P (V = v ∩W > 0)

P (W > 0)
, v = 4, 6, 8, 10, 12

=

{
0 v = 4, 12
1/9
1/3 v = 6, 8, 10

=

{
0 v = 4, 12
1/3 v = 6, 8, 10

Συνεπώς,
E[V |W > 0] = (6 + 8 + 10)

1
3

= 8.
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Σχήµα 5: Γραφική παράσταση της pV,W (v, w).


