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Θέµα 1 - 25 µονάδες. Το πρόβληµα αυτό έχει τρία ξεχωριστά µέρη.

(α) ∆ύο γεγονότα Α και Β ορίζονται στο δειγµατοχώρο Ω ενός πειράµατος τύχης. Αν η πιθανότητα
ότι συµβαίνει τουλάχιστον ένα από τα γεγονότα είναι 0.8 και η πιθανότητα ότι ∆ΕΝ συµβαίνει του-
λάχιστον ένα από τα γεγονότα είναι επίσης 0.8, υπολογίστε την πιθανότητα ότι συµβαίνει ακριβώς
ένα από τα δύο.

(ϐ) Η τ.µ. X είναι ∆ιωνυµική µε παραµέτρους n = 100 και p = 0.2, δηλαδή X ∼ ∆(100, 0.2).
Υπολογίστε τη τιµή της E[X2].

(γ) Η τ.µ. X είναι ∆ιωνυµική µε παραµέτρους n = 4 και p = 1
3 , δηλαδή X ∼ ∆(4, 1

3). Υπολογίστε
τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. Y = 3X + 2.

Θέµα 2 - 25 µονάδες.

΄Ενα δοχείο περιέχει τέσσερις µπάλες αριθµηµένες από το 1 έως το 4. ∆ύο µπάλες επιλέγονται
τυχαία (χωρίς επανάθεση) από το δοχείο και τοποθετούνται σε ένα καπέλο.

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα ότι η µπάλα 3 ϐρίσκεται στο καπέλο.

(ϐ) Ορίζουµε την τ.µ. X ως το άθροισµα των αριθµών των δύο µπαλών που ϐρίσκονται στο καπέλο.
Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας, µέση τιµή και διασπορά της τ.µ. X.

(γ) ΄Οταν δεν κοιτάτε, ένας κλέφτης αφαιρεί την µπάλα 3 (ανεξάρτητα από το αν αυτή ϐρίσκεται στο
δοχείο ή στο καπέλο). Στη συνέχεια επιλέγετε τυχαία µία µπάλα από το καπέλο. Υπολογίστε την
πιθανότητα ο αριθµός της να είναι περιττός.

Θέµα 3 - 25 µονάδες.

΄Ενας αφηρηµένος καθηγητής έχει στην τσέπη του n κλειδιά από τα οποία µόνο ένα (δεν ϑυµάται
ποιό...) ταιριάζει στην πόρτα του γραφείου του. Επιλέγει τυχαία ένα κλειδί και το δοκιµάζει στην
κλειδαριά. Αν δεν ταιριάζει, επιλέγει ένα άλλο και ξαναπροσπαθεί µέχρις ότου επιλέξει το σωστό
κλειδί και ξεκλειδώσει την πόρτα του. Ορίζουµε την τ.µ. X ως το πλήθος των κλειδιών που δοκιµάζει
(συµπεριλαµβανοµένου και του τελευταίου µε το οποίο ανοίγει τελικά την πόρτα). Υπολογίστε τη
συνάρτηση πιθανότητας, pX(k), και τη µέση τιµή, E[X], σε κάθε µία από τις επόµενες δύο περι-
πτώσεις.

(α) ΄Ενα κλειδί το οποίο δεν ανοίγει την πόρτα µπαίνει πάλι πίσω στην τσέπη του, έτσι ώστε όταν
επιλέγει το επόµενο, καθένα από τα n κλειδιά επιλέγονται µε την ίδια πιθανότητα (δειγµατοληψία
µε επανάθεση).

(ϐ) ΄Ενα κλειδί το οποίο δεν ανοίγει την πόρτα τοποθετείται στην άκρη (π.χ. στην τσάντα του), έτσι
ώστε το επόµενο κλειδί επιλέγεται τυχαία από τα εναποµείναντα στην τσέπη του (δειγµατοληψία
χωρίς επανάθεση).

Ποιά από τις δύο στρατηγικές είναι προτιµότερη ;
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Θέµα 4 - 25 µονάδες.

΄Εστω X και Y ανεξάρτητες τ.µ. οι οποίες παίρνουν τιµές στο σύνολο {1, 2, 3}. Ορίζουµε τις τ.µ.
V = 2X + 2Y και W = X − Y .

(α) Υποθέτουµε ότι οι πιθανότητες P (X = k) και P (Y = k) είναι ϑετικές για κάθε k ∈ {1, 2, 3}.
Είναι οι τ.µ. V και W ανεξάρτητες ; Εξηγήστε. (∆εν απαιτούνται υπολογισµοί).

Για τα υποερωτήµατα (ϐ)-(ε), υποθέτουµε ότι τόσο η X όσο και η Y είναι οµοιόµορφα κατανεµηµέ-
νες στο {1, 2, 3}.

(ϐ) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού συνάρτησης πιθανότητας, pX,Y (x, y),
των τ.µ. X και Y .

(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας, pV (v), µέση τιµή, E[V ], και διασπορά, var(V ), της τ.µ.
V . ∆ώστε τη γραφική παράσταση της pV (v).

(δ) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού συνάρτησης πιθανότητας, pV,W (v, w),
των τ.µ. V και W .

(ε) Υπολογίστε τη δεσµευµένη µέση τιµή E[V/W > 0].


