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Θέµα 1.

(α) Ορίζουµε την τ.µ. Xk ως την παραγωγή της k-οστής γραµµής. Συνεπώς, Xk ∼ exp(1/5) καθώς
µας δίδεται ότι E[Xk] = 5 και ισχύει ότι λk = 1

E[Xk]
.

P (Xk > 4) =

∫ +∞

4
fXk

(x)dx =

∫ +∞

4

1

5
e−x/5dx = −e−x/5

∣∣∣+∞

4
= e−4/5 = 0.45

(ϐ) ΄Εστω K το πλήθος των γραµµών επεξεργασίας µε παραγωγή περισσότερους από 4 τόνους. Τότε,
προϕανώς, K ∼ ∆(n = 3, p = 0.45).
Συνεπώς,

P (K = 2) =

(
3
2

)
0.452(1− 0.45)3−2 = 0.334

(γ) P (E) = P (K ≥ 1) = 1− P (K = 0) = 1− (1− 0.45)3 = 0.834.

(δ) ΄Εστω M το πλήθος των ηµερών (από τις 100) που παρατηρήθηκε το γεγονός E. Τότε,

M ∼ ∆(n = 100, p = 0.834) και P (M > 55) =

100∑
m=56

(
100
m

)
0.834m(1− 0.834)100−m.

Θέµα 2.

(α-i) P (X ≤ 1) = FX(1) = 0.05
(α-ii) P (X ≤ 10) = FX(10) = 0.75
(α-iii) P (X > 10) = 1− P (X ≤ 10) = 1− 0.75 = 0.25
(α-iv) P (X ≥ 10) = P (X > 10) + P (X = 10) = 0.25 + 0.25 = 0.5
(α-v) P (|X − 5| ≤ 0.1) = P (4.9 < X < 5.1) + P (X = 4.9) = FX(5.1)− FX(4.9) + 0 = 0.255
(α-vi) Παρατηρώντας τις ασυνέχειες στην FX(u), συµπεραίνουµε ότι η X είναι µικτή τ.µ. Παίρνει
τις τιµές X = 5, 10, 15 µε µη-µηδενικές πιθανότητες :

P (X = 5) = P (X = 10) = P (X = 15) = 0.25

Επίσης, καθώς FX(x) =
x

20
για 0 ≤ x < 5, παραγωγίζοντας παίρνω ότι fX(x) =

1

20
για 0 ≤ x < 5.

΄Ετσι :

0.05

0.25 0.25 0.25

5 10 15 x

f (x)x

fX(x) =
1

20
[u(x)− u(x− 5)] + 0.25[δ(x− 5) + δ(x− 10) + δ(x− 15)]
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(α-vi) E[X] =

∫ 5

0

1

20
xdx+ 0.25(5 + 10 + 15) =

1

20

1

2
x2

∣∣∣5
0
+ 0.25× 30 = 8.125

(ϐ-i) fX(x) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dy =

∫ 1

0
(x+ y)dy = xy +

y2

2

∣∣∣1
0
= x+

1

2
; 0 < x < 1

΄Αρα,

fX(x) =

{
x+ 1

2 , 0 < x < 1
0, αλλού

Λόγω συµµετρίας :

fY (y) =

{
y + 1

2 , 0 < y < 1
0, αλλού

x

f (x)x

3/2

1/2

1

Βλέπουµε ότι fX,Y ̸= fX(x)fY (y), άρα οι X,Y δεν είναι ανεξάρτητες.

(ϐ-ii) fY |X(y|1
3
) =

fX,Y (
1

3
, y)

fX(
1

3
)

=

1

3
+ y

5

6

=
2

5
+

6

5
y ; 0 < y < 1 και είναι 0 αλλού.

Θέµα 3.

(α) ΄Εστω T το συνολικό κέρδος (Ϲηµία). Η T = X1 +X2 + · · ·+Xn είναι Γκαουσιανή ως άθροισµα
n ανεξάρτητων Γκαουσιανών τ.µ.

E[T ] = E[X1] + · · ·+ E[Xn] = n · 0 = 0

var(T ) = var(X1) + · · ·+ var(Xn) = nσ2

T ∼ N(0, nσ2)

(ϐ)

P (|T | > 2
√

(n)σ) = P (T > 2
√
nσ) + P (T < −2

√
nσ)

= 2P (T > 2
√
nσ) (λόγω συµµετρίας)

= 2(1− P (T ≤ 2
√
nσ))

= 2(1− P (
T − 0√

nσ
≤ 2

√
nσ − 0√
nσ

))

= 2(1− Φ(2)) = 0.0454
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Θέµα 4.
(α)

x

f (x)x

1-1

1

x

Y = g(X)

1-1

3

2

1

1/3-1/3

Η Y παίρνει τις τιµές 0,1,2,3 ανάλογα αν −1 ≤ X < −
1

3
, −

1

3
≤ X <

1

3
,
1

3
≤ X < 1 , X = 1

(ϐ)

x

f (x)x

1-1

1

A
B

Γ

1/3-1/3

Καθαρά, η τ.µ. Y είναι διακριτή.

P (Y = 0) = P (−1 ≤ X < −
1

3
) = E(A) =

2

9

P (Y = 1) = P (−
1

3
≤ X <

1

3
) = E(B) =

5

9

P (Y = 2) = P (
1

3
≤ X < 1) = E(Γ) =

2

9
P (Y = 3) = 0


