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Θέµα 1 - 20 µονάδες.

΄Ενα εργοστάσιο Ϲάχαρης έχει τρεις γραµµές επεξεργασίας. Η ποσότητα Ϲάχαρης που παράγεται από
κάθε γραµµή επεξεργασίας είναι τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) που ακολουθεί την εκθετική κατανοµή
µε µέση τιµή 5 (τόνους). Υποθέτουµε, επίσης, ότι κάθε γραµµή λειτουργεί ανεξάρτητα από τις άλλες.

(α) (5 µονάδες) Υπολογίστε την πιθανότητα µία τυχαία γραµµή να παράγει περισσότερους από 4
τόνους Ϲάχαρης.

(ϐ) (5 µονάδες) Ποια η πιθανότητα 2 ακριβώς από τις 3 γραµµές να παράγουν περισσότερους από
4 τόνους Ϲάχαρης ;

(γ) (5 µονάδες) Ποια η πιθανότητα τουλάχιστον µία από τις γραµµές να παράγει περισσότερους
από 4 τόνους Ϲάχαρης (γεγονός Ε);

(δ) (5 µονάδες) Καταγράφουµε για ένα διάστηµα 100 ηµερών τις ηµέρες που παρατηρείται το γε-
γονός Ε. Ποια η πιθανότητα να έχουµε καταγράψει περισσότερες από 55 µέρες ;

Θέµα 2 - 30 µονάδες. Βασικές έννοιες συνεχών τ.µ.

(α) (15 µονάδες) Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(u) της τ.µ. X ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(u) της τ.µ. X.

Υπολογίστε τα ακόλουθα:

(α-i) (1 µονάδα) P (X ≤ 1).

(α-ii) (1 µονάδα) P (X ≤ 10).

(α-iii) (1 µονάδα) P (X > 10).

(α-iv) (1 µονάδα) P (X ≥ 10).

(α-v) (1 µονάδα) P (|X − 5| ≤ 0.1).

(α-vi) (5 µονάδες) Κατανοµή, fX(x), της X. Τι είδους µεταβλητή είναι η X;

(α-vii) (5 µονάδες) Μέση τιµή, E[X].
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(ϐ) (15 µονάδες) ∆ύο συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανό-
τητας (σ.π.π.)

fX,Y (x, y) =
{

x + y, 0 < x < 1, 0 < y < 1
0, αλλιώς.

(ϐ-i) (10 µονάδες) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π.. Υπολογίστε τις περιθω-
ϱιακές σ.π.π. fX(x) και fY (y). ∆ώστε τη γραφική παράσταση των δύο σ.π.π.. Είναι οι τ.µ. X
και Y ανεξάρτητες ;

(ϐ-ii) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π.π. της Y δεδοµένου του X = 1/3, δηλαδή τη
συνάρτηση fY |X(y|13).

Θέµα 3 - 25 µονάδες. Κανονική κατανοµή.

Σε ένα καζίνο παίζετε το λεγόµενο Γκαουσιανό κουλοχέρη: Ο κουλοχέρης αυτός παράγει νούµερα
από ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες Γκαουσιανές τ.µ. X1, X2, . . . µε µηδενική µέση τιµή και
διασπορά σ2, δηλαδή Xi ∼ N(0, σ2). Σε κάθε γύρο i, αν το Xi είναι ϑετικό, κερδίζετε το ποσό Xi

σε ευρώ, ενώ αν το Xi είναι αρνητικό, χάνετε ποσό ίσο µε |Xi|.

(α) (10 µονάδες) Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά του συνολικού κέρδους ή Ϲηµιάς σας
µετά από n γύρους.

(ϐ) (15 µονάδες) Ποια είναι η πιθανότητα ότι η απόλυτη τιµή του συνολικού κέρδους ή Ϲηµιάς είναι
µεγαλύτερη από 2

√
nσ;

Θέµα 4 - 25 µονάδες. Συναρτήσεις τ.µ.

΄Εστω τ.µ. X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fX(x) =
{

1− |x| |x| < 1
0 αλλιώς.

Ορίζουµε µια νέα τ.µ. Y ως εξής :

Y = g(X) = b3(X + 1)
2

c

όπου bac συµβολίζει το ακέραιο µέρος του a, δηλαδή bac = max{m ∈ Z | m ≤ a}.

(α) (10 µονάδες) ∆ώστε τις γραφικές παραστάσεις της σ.π.π. της τ.µ. X καθώς και του µετασχηµα-
τισµού Y = g(X).

(ϐ) (15 µονάδες) Τι είδους τ.µ. είναι η Y ; Υπολογίστε την κατανοµή της.


