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Λύσεις Τελικής Εξέτασης - 4 Φεβρουαρίου 2011

Θέµα 1.

(α) Οι γραφικές παραστάσεις των fX(x) και fW (w) ϕαίνονται στο σχήµα:

Πρέπει το εµβαδόν κάτω από την fX(x) να είναι ίσο µε 1:

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ 3

2
2c dx +

∫ 4

3
c dx = 2c + c = 3c = 1 ⇒ c =

1
3
.

(ϐ)

E[X] =
∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ 3

2
x

2
3

dx +
∫ 4

3
x

1
3

dx =
1
3
(32 − 22) +

1
6
(42 − 32)

=
5
3

+
7
6

=
17
6

= 2.83.

E[X2] =
∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx =

∫ 3

2
x2 2

3
dx +

∫ 4

3
x2 1

3
dx =

2
9
(33 − 23) +

1
9
(43 − 33)

=
38
9

+
37
9

=
25
3

= 8.33.

Εποµένως, var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
25
3
−

(17
6

)2
= 0.31.

(γ) Καθώς οι τ.µ. X και W είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους :

fX,W (x,w) = fX(x) · fW (w) = fX(x) · 1
2

=





2
3
× 1

2
=

1
3
, 2 ≤ x < 3, 2 ≤ w ≤ 4

1
3
× 1

2
=

1
6
, 3 ≤ x ≤ 4, 2 ≤ w ≤ 4
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(δ) Ζητούµε την πιθανότητα P (X < W ). Τα σηµεία (x,w) που ικανοποιούν τη σχέση ϕαίνονται
πολύ εύκολα από το σχήµα:

Συνεπώς,

P (X < W ) =
1
3
× (Εµβαδόν Τραπεζίου ΑΒΕ∆) + 1

6
× (Εµβαδόν Τριγώνου ΕΓ∆)

=
1
3
× 2 + 1

2
· 1 +

1
6
× 1 · 1

2
=

7
12

= 0.58.

(ε-i) Από την εκφώνηση ισχύει ότι T = W + D. Εποµένως, δεδοµένου του {W = w}, T = D + w.

Γνωρίζουµε ότι αν X ∼ fX(x) και Y = aX + b, τότε Y ∼ fY (y) =
1
|a|fX(

y − b

a
). Εδώ έχουµε ότι

a = 1, b = w. Συνεπώς, fT |W (t|w) = fD(t− w). Αλλά D ∼ U [0, 1/10].

fT |W (t|w) =





10, w ≤ t ≤ w +
1
10

και 2 ≤ w ≤ 4

0, αλλού

΄Αρα, η δεσµευµένη σ.π.π. είναι οµοιόµορφη στο [w,w + 1
10 ].
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(ε-ii) Κάνοντας χρήση του κανόνα του Bayes:

fW |T (w|t = 3) =
fW,T (w, 3)

fT (3)
=

fT |W (3|w) · fW (w)
fT (3)

΄Εχουµε
fT |W (3|w) · fW (w) = 10 · 1

2
= 5, 3− 1

10
≤ w ≤ 3

Επίσης

fT (3) =
∫ 3

u=3− 1
10

fT |W (3|u)fW (u)du = 5
[
3−

(
3− 1

10

)]
=

1
2

Εποµένως

fW |T (w|3) =





10, 3− 1
10
≤ w ≤ 3

0, αλλού

Τελικά
P (W < 2.92 | t = 3) =

∫ 2.92

−∞
fW |T (w|3)dw = 10 · (2.92− 2.90) = 0.2

(στ) Ζητάµε την πιθανότητα P (Z >
5
60

), όπου Z ∼ N(1/60, 4/3600).

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι :

P (Z >
5
60

) = 1− P (Z ≤ 5
60

) = 1− P
(Z − 1/60

2/60
<

5/60− 1/60
2/60

)
= 1− Φ(2) = 0.0028

(Ϲ-i) Καθώς W ∼ U [2, 4], η τ.µ. S =
24
W

παίρνει τιµές µεταξύ 6 και 12 (σε χιλιάδες ευρώ).

Για 6 ≤ s ≤ 12:

FS(s) = P (S ≤ s) = P (
24
W

≤ s) = P (W ≥ 24
s

) =
∫ 4

24/s

1
2

dw =
1
2

(
4− 24

s

)
= 2− 12

s

Τελικά:

FS(s) =





0, s ≤ 6

2− 12
s

, 6 ≤ s ≤ 12

1, s ≥ 12

Παραγωγίζοντας ως προς s,

fS(s) =
dFS(s)

ds
=

{
12/s2, 6 ≤ s ≤ 12

0, αλλού

(Ϲ-ii) P (S > 10) = 1− P (S ≤ 10) = 1− FS(10) = 1−
(
2− 12

10

)
= 0.2
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Θέµα 2.

(α) Καθώς ο µικροεπεξεργαστής συνεχίζει να λειτουργεί µετά από 5 χρόνια, µε ϐεβαιότητα προ-
έρχεται από τη γραµµή ]2. Εποµένως, η διάρκεια Ϲωής του ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε
λ = 0.1 (έτη)−1, για την οποία έχουµε δείξει την έλλειψη µνήµης.
Συνεπώς, αν L ≡ διάρκεια Ϲωής,

P (L ≥ 5 + 3|L ≥ 5) = P (L ≥ 3) = e−0.1·3 = e−0.3 = 0.7408.

(ϐ) Σε αυτή την περίπτωση, ο µικροεπεξεργασστής µπορεί να προέρχεται είτε από τη γραµµή ]1 είτε
από τη γραµµή ]2. ΄Εστω B = {ο µικροεπεξεργαστής προέρχεται από τη γραµµή ]1}. Χρησιµο-
ποιώντας το Θ.Ο.Π.:

P (L ≥ c) = P (L ≥ c|B) · P (B) + P (L ≥ c|Bc) · P (Bc) =
1
2

P (L ≥ c|B) +
1
2

P (L ≥ c|Bc)

Ισχύει ότι fL|B(l) ∼ U [0, 2] και fL|Bc(l) ∼ exp(λ = 0.1).
Συνεπώς,

P (L ≥ c) =





1, c ≤ 0
1
2
(2− c)

1
2

+
1
2
e−0.1c, 0 ≤ c ≤ 2 ⇒

1
2
e−0.1c, c ≥ 2

P (L ≥ c) =





1, c ≤ 0
1
2
− c

4
+

1
2
e−0.1c, 0 ≤ c ≤ 2

1
2
e−0.1c, c ≥ 2

Εποµένως,

P (L ≥ 1 + 3|L ≥ 1) =
P (L ≥ 4)
P (L ≥ 1)

=

1
2
e−0.1·4

1
2
− 1

4
+

1
2
e−0.1·1

=
e−0.4

1
2

+ e−0.1

= 0.4772

Θέµα 3.

(α) P (Z ≤ 9) = P ((X + Y )2 ≤ 9) = P (−3 ≤ X + Y ≤ 3).

Αλλά X ∼ N(0, 1), Y ∼ N(1, 3) και συνεπώς X + Y ∼ N(0 + 1, 1 + 3) ≡ N(1, 4).

Εποµένως, P (Z ≤ 9) = P (
− 3− 1

2
≤ X + Y − 1

2
≤ 3− 1

2
) = Φ(1)− Φ(−2) = Φ(1) + Φ(2)− 1.

(ϐ) ∆ιαβάζουµε απ΄ ευθείας από το Σχήµα 1:

(ϐ-i) P (X ≤ 10) = FX(10) = 1
(ϐ-ii) P (X ≥ −7) = 1− P (X < −7) = 1− FX(−7) = 1− 0.25 = 0.75
(ϐ-iii) P (|X| < 10) = P (−10 < X < 10) = FX(10−)− FX(−10−) = 0.75− 0.25 = 0.5
(ϐ-iv) P (X2 ≥ 16) = P (X ≥ 4 ∪X ≤ −4) = P (X ≥ 4) + P (X ≤ −4)

= 1− P (X < 4) + P (X ≤ −4) = 1− FX(4) + FX(−4) = 1− 0.7 + 0.3 = 0.6


