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Θέµα 1 - 70 µονάδες. Ο Χρήστος και ο Μηνάς παίρνουν µέρος στον κλασσικό Μαραθώνιο και οι
χρόνοι τερµατισµού τους µοντελοποιούνται από δύο τυχαίες µεταβλητές. ΄Εστω X και W οι χρόνοι
(σε ώρες) του Χρήστου και του Μηνά, αντίστοιχα. Οι χρόνοι X και W είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους
τ.µ. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου, X, του Χρήστου είναι :

fX(x) =





2c 2 ≤ x < 3
c 3 ≤ x ≤ 4
0 αλλιώς,

όπου c είναι µία σταθερά. Ο χρόνος, W , του Μηνά είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένος µεταξύ 2 και
4 ωρών, W ∼ U [2, 4].

(α) (5 µονάδες) ∆ώστε τη γραφική παράσταση των σ.π.π. των X και W . Υπολογίστε τη σταθερά c.

(ϐ) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη µέση τιµή, E[X], και τη διασπορά, var(X), της τ.µ. X.

(γ) (10 µονάδες) Υπολογίστε την από κοινού σ.π.π. των X και W , fX,W (x,w), και δώστε τη γραφι-
κή της παράσταση.

(δ) (10 µονάδες) Ποια είναι η πιθανότητα να τερµατίσει πρώτος ο Χρήστος ;

(ε) Ο Μηνάς χρησιµοποιεί ένα ϱολόι για να χρονοµετρήσει τον εαυτό του. ∆υστυχώς το ϱολόι
είναι ελαττωµατικό και υπερεκτιµά τον χρόνο κατά ένα διάστηµα, D, το οποίο είναι οµοιόµορφα
κατανεµηµένο µεταξύ 0 και 1/10 ωρών, D ∼ U [0, 1/10], και είναι ανεξάρτητο από τον πραγµατικό
του χρόνο, W . ΄Εστω T ο χρόνος που µετρά το ϱολόι του Μηνά.

(ε-i) (5 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π.π. fT |W (t|w).

(ε-ii) (10 µονάδες) Υπολογίστε τη δεσµευµένη σ.π.π. fW |T (w|t = 3). Ποια είναι η πιθανότητα ότι
ο πραγµατικός χρόνος τερµατισµού του Μηνά είναι µικρότερος από 2.92 ώρες δεδοµένου ότι
το ϱολόι του δείχνει t = 3 ώρες ;

(στ) (10 µονάδες) Ο Χρήστος επίσης χρησιµοποιεί ένα ϱολόι για να χρονοµετρήσει τον εαυτό του.
∆υστυχώς και το δικό του ϱολόι είναι ελαττωµατικό : Προσθέτει ϑόρυβο Z που ακολουθεί Γκαουσια-
νή κατανοµή µε µέση τιµή µ = 1/60 ώρες και διασπορά σ2 = 4/3600. Υπολογίστε την πιθανότητα
ότι το ϱολόι του Χρήστου υπερεκτιµά τον πραγµατικό χρόνο τερµατισµού του περισσότερο από 5
λεπτά της ώρας.

(Ϲ) Ο Μηνάς διαθέτει ένα σπόνσορα για τη συµµετοχή του στο Μαραθώνιο. Αν ο Μηνάς τερµατίσει
σε w ώρες, ο σπόνσορας τον πληρώνει 24

w χιλιάδες ευρώ. Ορίζουµε την τ.µ. S = 24
W .

(Ϲ-i) (10 µονάδες) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FS(s), και τη σ.π.π. fS(s).

(Ϲ-ii) (5 µονάδες) Ποια η πιθανότητα ότι ο Μηνάς κερδίζει περισσότερα από 10 χιλιάδες ευρώ ;
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Θέµα 2 - 15 µονάδες.

΄Ενα εργοστάσιο παράγει µικροεπεξεργαστές σε δύο γραµµές παραγωγής. Οι δύο γραµµές παρά-
γουν το ίδιο πλήθος µικροεπεξεργαστών. ΄Ολοι οι µικροεπεξεργαστές µοιάζουν εξωτερικά µεταξύ
τους, αλλά η διάρκεια Ϲωής ενός µικροεπεξεργαστή που προέρχεται από τη γραµµή ]1 είναι ο-
µοιόµορφα κατανεµηµένη µεταξύ 0 και 2 ετών ενώ η διάρκεια Ϲωής ενός µικροεπεξεργαστή που
προέρχεται από τη γραµµή ]2 είναι εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο λ = 0.1 (έτη)−1.

(α) (7 µονάδες) Η ∆έσποινα αγόρασε ένα µικροεπεξεργαστή ο οποίος µετά από 5 χρόνια συνεχίζει
να λειτουργεί. Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα ότι ϑα λειτουργήσει για τουλάχιστον 3 χρόνια ακόµα ;

(ϐ) (8 µονάδες) Ο Κώστας αγόρασε ένα µικροεπεξεργαστή ο οποίος µετά από 1 χρόνο συνεχίζει να
λειτουργεί. Ποια η δεσµευµένη πιθανότητα ότι ϑα λειτουργήσει για τουλάχιστον 3 χρόνια ακόµα ;

Θέµα 3 - 15 µονάδες.

(α) (7 µονάδες) ΄Εστω η τ.µ. Z = (X +Y )2, όπου X και Y είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους Γκαουσια-
νές τ.µ. µε µX = 0, µY = 1, var(X) = 1, και var(Y ) = 3. Υπολογίστε την πιθανότητα P (Z ≤ 9)
εκφράζοντας την απάντησή σας µε ϐάση τιµές της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής
Γκαουσιανής, Φ.

(ϐ) (8 µονάδες) Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(u) της τ.µ. X ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Compute the following probabilities:
Σχήµα 1: Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, FX(u) της τ.µ. X.

Υπολογίστε τις ακόλουθες πιθανότητες :

(ϐ-i) (2 µονάδες) P (X ≤ 10).

(ϐ-ii) (2 µονάδες) P (X ≥ −7).

(ϐ-iii) (2 µονάδες) P (|X| < 10).

(ϐ-iv) (2 µονάδες) P (X2 ≥ 16).


