
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-217: Πιθανότητες - Χειµερινό Εξάµηνο 2010
∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Λύσεις ΄Εκτης Σειράς Ασκήσεων

Ηµεροµηνία Ανάθεσης : 16/12/2010 Ηµεροµηνία Παράδοσης : 14/01/2011

΄Ασκηση 1.
(α) Το εµβαδόν κάτω από την fX(x) πρέπει να είναι µονάδα:

∫ ∞

−∞
fX(x)dx =

1
2
× 20× a = 10a = 1 ⇒ a = 0.1.
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Σχήµα 1: Η γραφική παράσταση της fX(x).

(ϐ) Εφόσον η fX(x) είναι άρτια συνάρτηση, τότε E[X] = 0. Επιπλέον :

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = E[X2]− 0 =
∫ ∞

−∞
x2fX(x)dx = 2

∫ 10

0

10− x

100
x2dx =

50
3

.

(γ) Οµοίως η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είναι :

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(t)dt =





0, x < −10
0.005(x + 10)2, x ∈ [−10, 0]

1− 0.005(x− 10)2, x ∈ [0, 10]
1, x > 10
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Σχήµα 2: Η γραφική παράσταση της FX(x).
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΄Ασκηση 2.

(α) Από τις ιδιότητες µιας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας έχουµε ότι :

1 =
∫ +∞

−∞
fX(x) dx =

∫ 3

0
cx dx +

∫ 6

3
c(6− x) dx = 9c ⇒ c = 1/9.

(ϐ) Επειδή έχουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή, ϑα ισχύει ότι : FX(x) =
∫ x
−∞ fX(u) du. Οπότε

ϑα έχουµε:

FX(x) =





0, x < 0
1
9

∫ x
0 u du = x2

18 , 0 ≤ x < 3
1
9

∫ 3
0 u du + 1

9

∫ x
3 (6− u) du = 1

2 − 1
18 (6− u)2

∣∣∣
x

3
= 1− (6−x)2

18 , 3 ≤ x < 6

1, x ≥ 6
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Σχήµα 3: Η γραφική παράσταση της FX(x).

Η γραφική παράσταση της FX(x) ϕαίνεται στο σχήµα 3.

(γ) Είναι εύκολα αντιληπτό ότι η FX(x) είναι µη ϕθίνουσα και ότι 0 ≤ FX(x) ≤ 1 για κάθε τιµή
του x, τόσο από το παραπάνω σχήµα όσο και από την ανάλυση των συναρτήσεων x2/18 και
1− (6− x)2/18 στα διαστήµατα [0, 3] και [3, 6], αντίστοιχα. Επιπλέον, ισχύει ότι :
FX(−∞) = FX(0) = 0 και FX(+∞) = FX(6) = 1. Τέλος, είναι εύκολα αντιληπτό ότι η
FX(x) είναι συνεχής παντού, ακόµη και στα σηµεία x = 0, x = 3 και x = 6.

(δ) ΄Εχουµε ότι :
P (A) = P (X > 3) = 1− FX(3) = 0.5.

Παροµοίως :

P (B) = P (1.5 ≤ X ≤ 9) = P (X ≤ 9)−P (X < 1.5) = FX(9)−FX(1.5−) = 1−0.125 = 0.875.

(ε) Η τοµή των A και B είναι το γεγονός {3 < X ≤ 9}. ΄Αρα,

P (A ∩B) = P (3 < X ≤ 9) = P (X > 3) = 0.5 = P (A) 6= P (A) P (B)

Εποµένως, τα δύο γεγονότα δεν είναι ανεξάρτητα.
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΄Ασκηση 3.
Η πιθανότητα για οποιοδήποτε γεγονός να συµβεί ισούται µε το εµβαδόν κατώ από την σ.π.π..
Παρατηρήστε ότι X2 − 12X + 35 = (X − 5)(X − 7). Οπότε, X2 − 12x + 35 > 0 αν και µόνο αν
{X > 7} ∪ {X < 5}. Εφόσον X ∼ U [2, 10], fX(x) = 1/8 για x ∈ [2, 10] και fX(x) = 0 αλλού.
΄Εχουµε:

P (X2 − 12X + 35 > 0) = P ({X > 7} ∪ {X < 5} ∩ {2 ≤ X ≤ 10})
= P ({2 ≤ X < 5} ∪ {7 < X ≤ 10})
= P ({2 ≤ X < 5}) + P ({7 < X ≤ 10})
= 1/8× (5− 3) + 1/8× (10− 7)
= 1/8× 3 + 1/8× 3 = 0.75.

΄Ασκηση 4.
΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X είναι ο χρόνος Ϲωής ενός τυχαία επιλεγµένου κυκλώµατος. Ορίζουµε
τα εξής γεγονότα :

At : Το κύκλωµα εξακολουθεί να λειτουργεί κατά τη χρονική στιγµή t.
B : Το κύκλωµα είναι ¨κακό¨.
G : Το κύκλωµα είναι ¨καλό¨.

Κάνοντας χρήση των εκθετικών κατανοµών,

P (At|G) =
∫ ∞

t
αe−αxdx = e−αt

P (At|B) =
∫ ∞

t
1000αe−1000αxdx = e−1000αt.

(α) Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας,

P (At) = P (G)P (At|G) + P (B)P (At|B) = pe−αt + (1− p)e−1000αt.

(ϐ) Μας Ϲητείται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X. Από το υποερώτηµα (α), έχουµε την
αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της X:

FX(x) = P (X ≤ x) = 1− P (Ax) = 1− pe−αx − (1− p)e−1000αx.

Εποµένως:
fX(x) =

d

dx
FX(x) = pαe−αx + (1− p)1000αe−1000αx.

(γ) Κάνοντας χρήση του ορισµού της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε:

P (B |At ) =
P (B ∩At)

P (At)
.

Επιπλέον, P (B ∩At) = P (B)P (At|B) = (1− p)e−1000αt. Εποµένως,

P (B |At ) =
(1− p)e−1000αt

pe−αt + (1− p)e−1000αt
=

1
(p(1− p))e999αt + 1

.

Προκειµένου να ισχύει P (B |At ) < 0.01 όταν p/(1 − p) = 9, πρέπει να ισχύσει e999αt > 11, το
οποίο δίνει t > (ln 11)/(999α).
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΄Ασκηση 5.
∆εδοµένου ότι οι X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές, η W = X + Y είναι επίσης Γκαουσιανή,
µε

E[W ] = E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] = 0,

var(W ) = E
[
W 2

]− (E[W ])2 = E[(X + Y )2]− 0
= E

[
X2 + 2XY + Y 2

]
= E[X2] + 2E[XY ] + E[Y 2] = 1 + 2× 0.5 + 1 = 3.

΄Αρα
fW (w) =

1√
6π

e−w2/6.

∆εδοµένου ότι Z = |W |, έχουµε ότι η Z παίρνει µη αρνητικές τιµές. Για z > 0,

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (|W | ≤ z) = P (−z ≤ W ≤ z)
= FW (z)− FW (−z) = FW (z)− (1− FW (z)) = 2FW (z)− 1.

Συνεπώς, fZ(z) = ∂
∂zFZ(z) = 2fW (z) για z > 0 και fZ(z) = 0 για z < 0:

fZ(z) =

{
2√
6π

e−z2/6 z > 0

0 z ≤ 0.

΄Ασκηση 6.

(α)

P

{
4∑

i=1

Xi > 0

}
= P





4∑
i=1

Xi − 6
√

24
>

−6√
24





= 1− Φ(−1.2247) = 1− (1− Φ(−1.2247))
= Φ(1.2247) = 0.8897.

(ϐ)

P

{
4∑

i=1

Xi > 0

∣∣∣∣∣
2∑

i=1

Xi = −5

}
= P{X3 + X4 > 5}

= P

{
X3 + X4 − 3√

12
> 2/

√
12

}

= 1− Φ(0.5774) = 0.2818.

(γ)

P

{
4∑

i=1

Xi > 0

∣∣∣∣∣Xi = 5

}
= P{X2 + X3 + X4 > −5}

= P

{
X2 + X3 + X4 − 4.5√

18
> −9.5/

√
18

}

= 1− Φ(−2.239) = 0.9874.
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΄Ασκηση 7.
(α) Στο Σχήµα 4 ϕαίνεται η περιοχή όπου η fX,Y (x, y) παίρνει µη µηδενικές τιµές. Η από κοινού
σ.π.π. πρέπει να έχει ολοκλήρωµα 1:

∫ x=2

x=1

∫ y=x

y=0
axdydx =

7
3
a = 1 ⇒ a =

3
7
.

1 2

1

2

y-x=z

x

y

0

Σχήµα 4: Το πεδίο τιµών των X και Y .

(ϐ)

fY (y) =
∫

fX,Y (x, y)dy =





∫ 2
1

3
7xdx 0 ≤ y ≤ 1∫ 2

y
3
7xdx 1 < y ≤ 2

0 αλλού
=





9
14 0 ≤ y ≤ 1
13
14

(
4− y2

)
1 < y ≤ 2

0 αλλού

(γ)

fX|Y

(
x

∣∣∣∣
3
2

)
=

fX,Y

(
x, 3

2

)

fY

(
3
2

) =
8
7
x, για 3/2 ≤ x ≤ 2 και 0 αλλού.

Εποµένως,

E

[
1
X

∣∣∣∣Y =
3
2

]
=

∫ 2

3/2

1
x

8
7
xdx =

4
7
.

(δ) Θα ϐρούµε πρώτα την α.σ.κ. και ϑα την παραγωγίσουµε για να ϐρούµε την Ϲητούµενη σ.π.π.

FZ(z) = P (Z ≤ z)
= P (Y −X ≤ z)

=





0, z < −2∫ x=2
x=−z

∫ y=x+z
y=0

3
7xdydx = 8

7 + 6
7z − 1

14z3, −2 ≤ z ≤ −1∫ x=2
x=1

∫ y=x+z
y=0

3
7xdydx = 1 + 9

14z, −1 < z ≤ 0

1, 0 < z

fZ(z) =
d

dz
FZ(z) =





6
7 − 3

14z2 −2 ≤ z ≤ −1
9
14 −1 < z ≤ 0
0 αλλού.
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΄Ασκηση 8.
(α) ∆ιακρίνουµε 4 περιπτώσεις ανάλογα µε την τιµή της Y .

• Y > 10 ή Y < −10 τότε fY (y) = 0

• P (Y = −10) = P (X ≤ −10) = P
(

X−0
5 ≤ −10

5

)
= Φ(−2) = 1− Φ(2)

• P (Y = 10) = P (X ≥ 10) = P
(

X−0
5 ≥ 10

5

)
= 1− Φ(2)

• |Y | < 10 τότε fY (y) = fX(x)
∣∣
x=y

= 1
5
√

2π
e−

y2

50π

(ϐ) Η προσέγγιση της σ.π.π. της Y µε N = 103 και N = 105 σηµεία ϕαίνεται στα σχήµατα 5 και 6
αντίστοιχα. ΄Οπως παρατηρούµε στα διαγράµµατα, όσο λιγότερα σηµεία έχουµε, τόσο λιγότερα
σηµεία πέφτουν µέσα στα ισαπέχοντα bins και άρα τόσο χειρότερη είναι η µέτρηση της σχετικής
συχνότητας και η προσέγγιση της σ.π.π. της τυχαίας µεταβλητής.

Σχήµα 5: Η προσέγγιση της fY (y) µε N = 103.

Σχήµα 6: Η προσέγγιση της fY (y) µε N = 105.


