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΄Ασκηση 1.
(α) Η τ.µ Ri είναι µια Bernoulli τ.µ. µε p = 1/3. Η PMF της Ri είναι :

pRi(r) =





2/3, αν r = 0,

1/3, αν r = 1,

0, αλλού.

Η µέση τιµή και η διασπορά της Ri είναι :

E[Ri] = p =
1
3
,

και

var(Ri) = p(1− p) =
1
3
· 2
3

=
2
9
.

(ϐ) Ορίζουµε την τ.µ. X ως το χρόνο διάρκειας της διαδροµής του Στέφανου σε λεπτά. Τότε :

X = 18 +
5∑

i=1

Ri,

όπου η τ.µ. Y =
∑5

i=1 Ri είναι προφανώς διωνυµική µε παραµέτρους n = 5 και p = 1/3: Y ∼
∆(5, 1/3). Συνεπώς, η τ.µ. X παίρνει τις τιµές {18, 19, 20, 21, 21, 23} όταν η τ.µ. Y παίρνει τις τιµές
{0, 1, 2, 3, 4, 5} µε τις αντίστοιχες διωνυµικές πιθανότητες. Λέµε ότι η τ.µ. X είναι µετατοπισµένη
διωνυµική µε n = 5 και p = 1/3. Η PMF της X είναι :

pX(k) =

{(
5

k−18

)
(1
3)k−18(2

3)23−k, αν k ∈ {18, 19, 20, 21, 21, 23},
0, αλλού.

Η µέση τιµή και η διασπορά της X είναι :

E[X] = E[18 +
5∑

i=1

Ri] = 18 + 5 · 1
3

=
59
3

,

και

var(X) = var(18 +
5∑

i=1

Ri) = var(
5∑

i=1

Ri) = 5 · 1
3
· 2
3

=
10
9

.

(γ) Προφανώς, η τ.µ. N είναι διωνυµική µε παραµέτρους n = 5 και p = 1/3: N ∼ ∆(5, 1/3).

Εποµένως P (N = 0) = (
2
3
)5 και P (N = 1) =

(
5
1

)
(
2
3
)4(

1
3
)1. ∆εδοµένου ότι X ≤ 19, τότε N = 0 ή

N = 1. Εποµένως, πρέπει να υπολογίσουµε τη δεσµευµένη ΣΠ, pN/X≤19(n), για n = 0 και n = 1.
΄Εχουµε:

pN/X≤19(n) =
P (N = n ∩X ≤ 19)

P (X ≤ 19)
.
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Από το υποερώτηµα (ϐ) έχουµε ότι

P (X ≤ 19) = pX(18) + pX(19) = (
2
3
)5 +

(
5
1

)
(
2
3
)4(

1
3
)1.

Επίσης,
P (N = 0 ∩X ≤ 19) = P (N = 0) = (

2
3
)5

και
P (N = 1 ∩X ≤ 19) = P (N = 1) =

(
5
1

)
(
2
3
)4(

1
3
)1.

΄Ετσι τελικά:

PN |X≤19(n|X ≤ 19) =





( 2
3
)5

( 2
3
)5+(5

1)( 2
3
)4( 1

3
)1

αν n = 0,

(5
1)( 2

3
)4( 1

3
)1

( 2
3
)5+(5

1)( 2
3
)4( 1

3
)1

αν n = 1,

0, αλλού,

=





2/7 αν n = 0,

5/7 αν n = 1,

0, αλλού.

Συνεπώς

E[N |X ≤ 19] =
5
7
.

(δ) ∆εδοµένου ότι το τελευταίο κόκκινο ϕανάρι που συνάντησε ο Στέφανος ήταν το τέταρτο, R4 = 1
και R5 = 0.
Πρέπει να υπολογίσουµε την var(N |{R4 = 1} ∩ {R5 = 0}). Συνεπώς:

var(N |{R4 = 1} ∩ {R5 = 0}) = var(R1 + R2 + R3 + R4 + R5|{R4 = 1} ∩ {R5 = 0})
= var(R1 + R2 + R3 + 1 + 0|{R4 = 1} ∩ {R5 = 0})
= var(R1 + R2 + R3 + 1)
= 3var(R1)

=
6
9
.

(1)

(ε) Υπάρχουν συνολικά
(

5
3

)
δυνατοί τρόποι µε τους οποίους ο Στέφανος συνάντησε τρία ϕανάρια.

Υπάρχουν συνολικά
(

3
2

)
δυνατοί τρόποι τα δύο από τα τρία πρώτα ϕανάρια να ήταν κόκκινα.

Συνεπώς, υπάρχει ένα επιπλέον κόκκινο ϕανάρι στα τελευταία δύο ϕανάρια και υπάρχουν συνολικά(
2
1

)
δυνατοί τρόποι να συµβεί αυτό το γεγονός. ΄Αρα ισχύει :

P (2 από τα 3 ϕανάρια να ήταν κόκκινα|σύνολο των 3 ϕαναριών) =

(
3
2

)(
2
1

)
(
5
3

) =
3
5
.

΄Ασκηση 2.

(α) Ορίζουµε τις 2 διαδοχικές ϱίψεις µε W,Z αντίστοιχα. Τα 16 ισοπίθανα Ϲεύγη ϕαίνονται στον
παρακάτω πίνακα (κάθε κελί περιέχει το Ϲεύγος (X,Y )).

Ζ=1 Ζ=2 Ζ=3 Ζ=4
W = 1 (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)
W = 2 (1,1) (1,2) (2,2) (3,2)
W = 3 (2,1) (2,2) (2,3) (3,3)
W = 4 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
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Από τον πίνακα µπορούµε να ϐρούµε τις συναρτήσεις πιθανότητας για τα X, Y .

pX(k) =





1
16 , k = 0
3
16 , k = 1
5
16 , k = 2
7
16 , k = 3
0, αλλού.

pY (k) =





7
16 , k = 1
5
16 , k = 2
3
16 , k = 3
1
16 , k = 4
0, αλλού.

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε τις µέσες τιµές αντίστοιχα,

E[X] =
1
16
· 0 +

3
16
· 1 +

5
16
· 2 +

7
16
· 3 =

17
8

,

E[Y ] =
7
16
· 1 +

5
16
· 2 +

3
16
· 3 +

1
16
· 4 =

15
8

.

Από την γραµµικότητα της µέσης τιµής έχουµε ότι :

E[X − Y ] = E[X]−E[Y ] =
1
4
.

(ϐ) Από τις συναρτήσεις πιθανότητας στο (α) µπορούµε να υπολογίσουµε τα εξής :

E[X2] =
1
16
· 02 +

3
16
· 12 +

5
16
· 22 +

7
16
· 32 =

43
8

,

E[Y 2] =
7
16
· 12 +

5
16
· 22 +

3
16
· 32 +

1
16
· 42 =

35
8

.

΄Αρα, var(X) = E[X2]−
(
E[X]

)2
= 55

64 και var(Y ) = E[Y 2]−
(
E[Y ]

)2
= 55

64 .

Αφού οι X, Y δεν είναι ανεξάρτητες, οι διασπορά των X και Y δεν είναι κάποιος απλός
συνδιασµός των παραπάνω. Μάλιστα, αν Z = X − Y τότε η συνάρτηση πιθανότητας της Z
είναι :

pZ(k) =





4
16 , k = −1
6
16 , k = 0
4
16 , k = 1
2
16 , k = 2
0, αλλού.

Εποµένως E[Z2] = 4
16 · (−1)2 + 6

16 · 02 + 4
16 · 12 + 2

16 · 22 = 1, και

var(Z) = E[Z2]−
(
E[Z]

)2
= 1− (1

4)2 = 15
16 .
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΄Ασκηση 3.
(α) Από την έκφραση της από κοινού συνάρτηση πιθανότητας ϐλέπουµε ότι υπάρχουν 9 (x, y)
υποψήφια Ϲεύγη µε µη µηδενική πιθανότητα. Τα Ϲεύγη αυτά είναι τα (1, 1), (1, 2), (1, 3), (4, 1), (4, 2),
(4, 3), (6, 1), (6, 2) και (6, 3). Η πιθανότητα ενός Ϲεύγους είναι ανάλογη του κλάσµατος y/x των
συντεταγµένων του Ϲεύγους. Καθώς η πιθανότητα του δειγµατοχώρου ισούται µε 1, ισχύει :

1
1
c +

2
1
c +

3
1
c +

1
4
c +

2
4
c +

3
4
c +

1
6
c +

2
6
c +

3
6
c = 1.

Λύνοντας ως προς c, έχουµε c =
2
17

.

(ϐ) Υπάρχουν 3 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y < X.

P (2Y < X) = P ({(4, 1)}) + P ({(6, 1)}) + P ({(6, 2)}) =
2
17

(
1
4

+
1
6

+
2
6
) =

3
34

.

(γ) Υπάρχουν 4 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y > X.

P (2Y > X) = P ({(1, 1)}) + P ({(1, 2)}) + P ({(1, 3)}) + P ({(4, 3)}) =
2
17

(
1
1

+
2
1

+
3
1

+
3
4
) =

27
34

.

(δ) Υπάρχουν 2 σηµεία για τα οποία ισχύει 2Y = X.

P (2Y = X) = P ({(4, 2)}) + P ({(6, 3)}) =
2
17

(
2
4

+
3
6
) =

2
17

.

Παρατηρούµε ότι :

P (2Y < X) + P (2Y > X) + P (2Y = X) =
3
34

+
27
34

+
2
17

= 1,

όπως ϑα περιµέναµε.

(ε) Για 2 διακριτές τυχαίες µεταβλητές X και Y µε από κοινού συνάρτηση πιθανότητας pX,Y (x, y),
έχουµε:

pX(x) =
∞∑

y=−∞
pX,Y (x, y) και pY (y) =

∞∑
y=−∞

pX,Y (x, y).

Στο συγκεκριµένο πρόβληµα ο αριθµός των πιθανών Ϲεύγων (X,Y ) είναι αρκετά µικρός, άρα µπο-
ϱούµε να προσδιορίσουµε τις περιθωριακές ΣΠ αριθµητικά. Για παράδειγµα,

pX(4) = P ({(4, 1)}) + P ({(4, 2)}) + P ({(4, 3)}) =
6
34

.

Συνολικά έχουµε:

pX(x) =





12/17, x = 1,

3/17, x = 4,

2/17, x = 6,

0, αλλού

και

pY (y) =





1/6, y = 1
1/3, y = 2,

1/2, y = 3,

0, αλλού.

(στ) Η µέση τιµή µιας τυχαίας διακριτής µεταβλητής X δίνεται από τον τύπο
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E[X] =
∞∑

x=−∞
xpX(x).

Για τη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε,

E[X] = 1 · 12
17

+ 4 · 3
17

+ 6 · 2
17

=
36
17

και

E[Y ] = 1 · 1
6

+ 2 · 1
3

+ 3 · 1
2

=
7
3
.

(Ϲ) Η διασπορά µιας τυχαίας διακριτής µεταβλητής X υπολογίζεται από τον E[X2]− (E[X])2 ή από
τον E[(X −E[X])2]. Εφαρµόζοντας το δεύτερο τύπο ισχύει,

var(X) = (1− 36
17

)2 · 12
17

+ (4− 36
17

)2 · 3
17

+ (6− 36
17

)2 · 2
17

=
948
289

var(Y ) = (1− 7
3
)2 · 1

6
+ (2− 7

3
)2 · 1

3
+ (3− 7

3
)2 · 1

2
=

5
9
.

΄Ασκηση 4.
(α) Χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι pN,K(n, k) = pN |K(n|k)pK(k) για να υπολογίσουµε την από
κοινού σ.π. :

pN,K(n, k) =
{

1/(4k), k = 1, 2, 3, 4 και n = 1, ..., k;
0, αλλίως

(ϐ) Η σ.π. pN (n) δίνεται από τον ακόλουθο τύπο:

pN (n) =
∑

k

pN,K(n, k) =
4∑

k=n

1
4k

δηλαδή:

pN (n) =





25/48, n = 1
13/48, n = 2
7/48, n = 3
3/48, n = 4
0, αλλιώς

(γ) Η δεσµευµένη σ.π.π είναι :

pK|N (k|2) =
pN,K(2, k)

pN (2)
=





6/13, k = 2;
4/13, k = 3;
3/13, k = 4;
0, αλλιώς

(δ) ΄Εστω A το γεγονός ότι 2 ≤ N ≤ 3. Πρώτα υπολογίζουµε την δεσµευµένη σ.π. του K δεδοµένου
του A:

pK|A(k) =
P (K = k,A)

P (A)

P (A) = pN (2) + pN (3) = 5/12

P (K = k, A) =





1/8, k = 2;
1/12 + 1/12, k = 3;
1/16 + 1/16, k = 4;

0, αλλιώς
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pK|A(k) =





3/10, k = 2;
2/5, k = 3;
3/10, k = 4;
0, αλλιώς

Επειδή η δεσµευµένη σ.π. του K δεδοµένου του A είναι συµµετρική γύρω από το k = 3, γνωρίζουµε
ότι E[K|A] = 3. Μπορούµε τώρα να υπολογίζουµε την δεσµευµένη διασπορά του K δεδοµένου του
A:

var(K|A) = E[(K − E[K|A])2|A] = 3/10(2− 3)2 + 2/5(0) + 3/10(4− 3)2 = 3/5

(ε) ΄Εστω Ci το κόστος ενός ϐιβλίου i και E[Ci] = 3. ΄Εστω T το συνολικό κόστος, δηλαδή T =
C1 + ... + CN . Μπορούµε να υπολογίσουµε το E[T ] ως εξής :

E[T ] =
4∑

i=1

E[T |N = i]pN (i)

= E[Ci]pN (1) + 2E[Ci]pN (2) + 3E[Ci]pN (3) + 4E[Ci]pN (4)
= 3(25/48) + 6(13/48) + 9(7/48) + 12(1/16)
= 21/4.


