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΄Ασκηση 1.

(α) Ο δειγµατοχώρος του πειράµατος αποτελείται από 9 ισοπίθανα Ϲευγάρια (i, j) µε i, j = 1, 2, 3.
Για κάθε τιµή της τ.µ. Χ (2, 3, 4, 5, 6), υπολογίζουµε το πλήθος των αποτελεσµάτων που δίνουν
άθροισµα που ισούται µε τη αντίστοιχη τιµή της τ.µ. Π.χ., το γεγονός {X = 3} προκύπτει όταν
έρθουν τα Ϲευγάρια (1, 2) ή (2, 1). Εύκολα προκύπτει τότε ότι :

pX(x) =





1/9, x = 2, 6
2/9, x = 3, 5
3/9, x = 4

0, αλλού

E[X] =
6∑

x=2

xpX(x) = 2
1
9

+ 3
2
9

+ 4
3
9

+ 5
2
9

+ 6
1
9

= 4.

Παρατηρούµε ότι E[X] = 4, δεδοµένου ότι η συνάρτηση πιθανότητας είναι συµµετρική γύρω από
το 4. Για τον υπολογισµό της διακύµανσης της X αρχικά υπολογίζουµε το εξής :

E[X2] =
6∑

x=2

x2pX(x) = 4
1
9

+ 9
2
9

+ 16
3
9

+ 25
2
9

+ 36
1
9

=
52
3

και άρα:

var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
4
3
.

(ϐ) Αντιστοιχίζοντας τις δυνατές τιµές της X και τις πιθανότητές τους στις δυνατές τιµές της Z,
έχουµε:

pZ(z) =





1/9, x = 4, 36
2/9, x = 9, 25
3/9, x = 16

0, αλλού
Η µέση τιµή της Z είναι, ϐάσει του προηγούµενου ερωτήµατος :

E[Z] = E[X2] =
52
3

.

(γ) Χρησιµοποιώντας τη γραµµικότητα του τελεστή µέσης τιµής και τα παραπάνω αποτελέσµατα,
υπολογίζουµε τις µέσες τιµές των Y και W :

E[Y ] = 0.5E[X2] =
26
3

.

E[W ] = E[X2 − 2X + 1] = E[X2]− 2E[X] + 1 =
31
3

.

Συνεπώς, η µέση τιµή της W είναι µεγαλύτερη από αυτή της Y .
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΄Ασκηση 2.

(α) Το διπλό άθροισµα που χρησιµοποιείται για την απόδειξη της δοθείσας σχέσης απεικονίζεται
παρακάτω:

Καταρχήν, ισχύει ότι :

P (X ≥ k) =
∞∑

i=k

pX(i)

και συνεπώς:

∞∑

k=1

P (X ≥ k) =
∞∑

k=1

∞∑

i=k

pX(i) =
∞∑

i=1

i∑

k=1

pX(i) =
∞∑

i=1

ipX(i) = E[X]

(ϐ) Καταρχήν, έχουµε ότι :

P (Y ≥ k) =
∞∑

i=k

p(1− p)i−1 = p(1− p)k−1
∞∑

l=0

(1− p)l = (1− p)k−1 για k = 1, 2, . . .

Χρησιµοποιώντας τη σχέση του ερωτήµατος (α) και την παραπάνω εξίσωση, έχουµε τελικά:

E[Y ] =
∞∑

k=1

P (Y ≥ k) =
∞∑

k=1

(1− p)k−1 =
1

1− (1− p)
=

1
p
.

΄Ασκηση 3.

(α) ΄Εστω X η διάρκεια του αγώνα σε παρτίδες. Για να κερδίσει ο Χρήστος έναν αγώνα X παρτίδων,
πρέπει οι (X − 1) πρώτες παρτίδες να λήξουν ισόπαλες και η τελευταία παρτίδα να κερδηθεί από
το Χρήστο. Αθροίζοντας ως προς όλες τις δυνατές τιµές της X έχουµε:

P (Ο Χρήστος κερδίζει τον αγώνα) =
10∑

x=1

0.3x−10.4 = 0.571425.
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(ϐ) Ο αγώνας έχει διάρκεια X αν συµβούν X − 1 ισοπαλίες και ακολουθήσει νίκη οποιουδήποτε
παίκτη. Υπάρχει, όµως, µία εξαίρεση: ο αγώνας ϑα έχει διάρκεια X = 10 αν και µόνο αν συµβούν 9
ισοπαλίες. Η πιθανότητα νίκης ανεξαρτήτως παίκτη είναι ίση µε 1 µείον την πιθανότητα ισοπαλίας.

΄Αρα, η συνάρτηση πιθανότητας της X είναι :

pX(x) = P (X = x) =





0.3x−10.7, x = 1 . . . 9
0.39, x = 10

0, αλλού
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(γ) Χρησιµοποιώντας την παραπάνω συνάρτηση πιθανότητας, έχουµε:

E[X] =
10∑

x=1

x · pX(x) =
9∑

x=1

x · 0.3x−10.7 + 10 · 0.39 = 1.42856

΄Ασκηση 4.

(α) Αν για πρώτη ϕορά επιλέξουµε µπλε µπάλα στο i-οστό στάδιο, στα προηγούµενα (i− 1) στάδια
επιλέξαµε κόκκινη µπάλα. Συνεπώς:

P (X = 1) =
1
2
, P (X = 2) =

1
2
· 1
3
, P (X = 3) =

1
2
· 2
3
· 1
4

=
1
3
· 1
4
,

P (X = 4) =
1
2
· 2
3
· 3
4
· 1
5

=
1
4
· 1
5
, . . .

Γενικά, λοιπόν, ισχύει :

P (X = i) =
1

i(i + 1)
, i ≥ 1
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(ϐ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

P (X > n) = 1− P (X ≤ n) = 1−
n∑

i=1

1
i(i + 1)

= 1−
(

1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 + · · ·+ 1

n · (n + 1)

)

= 1−
(

1− 1
2

+
1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ 1

n
− 1

n + 1

)
=

1
n + 1

Για n →∞ ισχύει :

lim
n→∞P (X > n) = 0

συνεπώς η µπλε µπάλα ϑα επιλεγεί τελικά µε πιθανότητα 1.

(γ) Η µέση τιµή της X είναι :

E[X] =
∑

i

i · P [X = i] =
∞∑

i=1

i

(
1

i(i + 1)

)
=

∞∑

i=1

1
i + 1

= ∞

΄Ασκηση 5.

(α) Ο αριθµός των εβδοµάδων κατά τις οποίες η επένδυση σας διπλασιάζεται είναι µια δυωνυµική
τυχαία µεταβλητή Y µε παραµέτρους (n = 5, p = 1/2), δηλαδή Y ∼ ∆(5, 1/2). Αφού η επένδυση
υποδιπλασιάζεται κατά τις υπόλοιπες 5 − Y εβδοµάδες και κάθε υποδιπλασιασµός ακυρώνει έναν
διπλασιασµό, έχουµε ότι :

X = 32 · 2Y · 2−(5−Y ) = 32 · 22Y−5

Οι πιθανές τιµές της Χ είναι 1, 4, 16, 64, 256 και 1024, που αντιστοιχούν στις Y = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(ϐ)
pX(1) = P (X = 1) = P (Y = 0) =

(
5
0

)
(1
2)5 = 1/32

pX(4) = P (X = 4) = P (Y = 1) =
(
5
1

)
(1
2)5 = 5/32

pX(16) = P (X = 16) = P (Y = 2) =
(
5
2

)
(1
2)5 = 10/32

pX(64) = P (X = 64) = P (Y = 3) =
(
5
3

)
(1
2)5 = 10/32

pX(256) = P (X = 256) = P (Y = 4) =
(
5
4

)
(1
2)5 = 5/32

pX(1024) = P (X = 1024) = P (Y = 5) =
(
5
5

)
(1
2)5 = 1/32

(γ) Η µέση τιµή της X είναι :

E[X] =
∑

X · P (X)

= 1 · (1/32) + 4 · (5/32) + 16 · (10/32) + 64 · (10/32) + 256 · (5/32) + 1024 · (1/32)
= 97.65625

΄Αρα η τηλεοπτική διαφήµιση υποτιµά λίγο την απόδοση.

(δ) P (X < 32) = P (X = 1) + P (X = 4) + P (X = 16) = 1/2

(ε) Υπάρχει 50% πιθανότητα για κάποιον να χάσει τα λεφτά του µε αυτήν την επένδυση. Εφόσον οι
πιθανότητες απώλειας των χρηµάτων είναι σηµαντικές, αλλά και τα κέρδη που µπορεί να αποφέρει
η επένδυση είναι υψηλά, εξαρτάται από το πόσο σηµαντικό είναι για τον καθένα το αρχικό ποσό
που ϑέλει να διαθέσει. Σε κάθε περίπτωση αν διαθέσει κάποιο µικρό αρχικό ποσό, η επένδυση
ϑεωρείται αρκετά επικερδής µε χαµηλό κόστος.


