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΄Ασκηση 1.
Εφόσον τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι συγκεκριµένα, ο Βασίλης πρέπει να διαλέξει 4 επιπλέον
ϕύλλα από τα 48 που αποµένουν. Συνεπώς, το συνολικό πλήθος των δυνατών συνδυασµών ϕύλλων

του Βασίλη στους οποίους περιλαµβάνονται τα 4 ϕύλλα της Αλίκης είναι
(

4
4

)(
48
4

)
. Το συνολικό

πλήθος των τρόπων µε τους οποίους ο Βασίλης µπορεί να διαλέξει οποιαδήποτε 8 ϕύλλα από τα 52

της τράπουλας είναι
(

52
8

)
. ΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

(
4
4

)(
48
4

)
(
52
8

) = 0.0259%.

΄Ασκηση 2.
(α) ∆εδοµένου ότι κάθε ϕύλλο έχει την ίδια πιθανότητα να είναι στη κορυφή και συνολικά υπάρχουν
4 άσσοι στα 52 ϕύλλα, η πιθανότητα τα πάνω ϕύλλο να είναι άσσος είναι 4

52
=

1
13

.

(ϐ) Η πιθανότητα είναι ξανά 4
52

=
1
13

δεδοµένου ότι κάθε κάρτα έχει την ίδια πιθανότητα να είναι
στη δεύτερη ϑέση και συνολικά υπάρχουν 4 άσσοι στα 52 ϕύλλα.
Εναλλακτικά,

P (2o = άσσος) = P (2o = άσσος|1o = άσσος)P (1o = άσσος)

+ P (2o = άσσος|1o 6= άσσος)P (1o 6= άσσος) =
3
51

1
13

+
4
51

12
13

=
1
13

.

(γ) Εφόσον τραβάµε ένα ϕύλλο από τη τράπουλα και είναι ϱήγας, παραµένουν στη τράπουλα 51
ϕύλλα εκ των οποίων τα 4 ϑα είναι άσσοι. ∆εδοµένου ότι κάθε ϕύλλο έχει την ίδια πιθανότητα να
είναι οπουδήποτε στη τράπουλα, η πιθανότητα το δεύτερο ϕύλλο να είναι άσσος είναι 4

51
.

(δ) Συνολικά υπάρχουν
(

52
7

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 7 ϕύλλα από µια τράπουλα των 52

ϕύλλων.

(i) Υπάρχουν
(

4
3

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 3 άσσους από τους 4 άσσους που υπάρχουν στη

τράπουλα. Επιπλέον, υπάρχουν
(

48
4

)
δυνατοί τρόποι να τραβήξουµε 7 ϕύλλα από τα 48 ϕύλλα

της τράπουλας που έχουν αποµείνει και τα οποία δεν είναι άσσοι. Συνεπώς, υπάρχουν
(

4
3

)(
48
4

)

δυνατοί συνδυασµοί να τραβήξουµε 7 ϕύλλα που να περιέχουν ακριβώς 3 άσσους. Για να ϐρούµε τη
πιθανότητα ότι στα 7 ϕύλλα περιέχονται 3 άσσοι, διαιρούµε αυτό τον αριθµό µε το συνολικό πλήθος

των δυνατών συνδυασµών να διαλέξουµε 7 ϕύλλα από µια τράπουλα των 52 ϕύλλων:
(
4
3

)(
48
4

)
(
52
7

) .

(ii) Με ανάλογο συλλογισµό όπως παραπάνω, η πιθανότητα στα 7 ϕύλλα να περιέχονται 2 ϱήγες

είναι ίση µε
(
4
2

)(
48
5

)
(
52
7

) .
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(iii) ΄Εστω Α το γεγονός να τραβήξουµε 7 ϕύλλα που να περιέχουν ακριβώς 3 άσσους και Β το
γεγονός να τραβήξουµε 7 ϕύλλα που να περιέχουν ακριβώς 2 ϱήγες. ΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα
είναι προφανώς η P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B). Η πιθανότητες P (A) και P (B) είναι
γνωστές, από τα προηγούµενα ερωτήµατα, άρα πρέπει αν ϐρούµε τη πιθανότητα P (A∩B). Συνολικά

υπάρχουν
(

4
3

)(
4
2

)(
44
2

)
δυνατοί τρόποι για να επιλέξουµε 7 ϕύλλα που περιέχουν ακριβώς 3

άσσους και 2 ϱήγες. ΄Αρα:

P (A ∩B) =

(
4
3

)(
4
2

)(
44
2

)
(
52
7

)

και

P (A ∪B) =

(
4
3

)(
48
4

)
+

(
4
2

)(
48
5

)− (
4
3

)(
4
2

)(
44
2

)
(
52
7

) .

΄Ασκηση 3.

Αρχίζουµε υποθέτοντας ότι όλες οι
(

52
5

)
δυνατές µοιρασιές είναι ισοπίθανες. Για να υπολογίσουµε

το πλήθος των αποτελεσµάτων που σχηµατίζουν ῾῾κέντα᾿᾿ (π.χ. στο 5), υπολογίζουµε πρώτα το πλήθος
όλων των δυνατών αποτελεσµάτων για τα οποία µια µοιρασιά αποτελείται από ένα άσσο, ένα δύο,
ένα τρία, ένα τέσσερα και ένα πέντε. ΄Εστω καταρχάς ότι το χρώµα δεν µας ενδιαφέρει. Καθώς
ο άσσος µπορεί να είναι ένας από τους τέσσερις άσσους και οµοίως για τις υπόλοιπες 4 κάρτες,
υπάρχουν 45 δυνατά αποτελέσµατα που µπορούν να µας δώσουν την παραπάνω µοιρασιά. Αλλά
καθώς στα τέσσερα από αυτά τα αποτελέσµατα όλες οι κάρτες είναι του ίδιου χρώµατος (οπότε λέµε
τότε ότι τα πέντε ϕύλλα σχηµατίζουν ῾῾φλος᾿᾿ ), προκύπτει τελικά ότι υπάρχουν 45 − 4 µοιρασιές
που σχηµατίζουν ῾῾κέντα᾿᾿ στο πέντε, δηλαδή ῾῾κέντα᾿᾿ της µορφής: άσσος, δύο, τρία, τέσσερα και
πέντε. Παρόµοια υπάρχουν 45 − 4 µοιρασιές που σχηµατίζουν ῾῾κέντα᾿᾿ στον άσσο: δέκα, ϐαλές,
ντάµα, ϱήγας και άσσος. Συνολικά έχουµε 10 κέντες σε κάποιο συγκεκριµένο ϕύλλο: άσσο, ϱήγα,
ντάµα, ϐαλέ, 10,..., 5. Συνεπώς, υπάρχουν 10(45 − 4) µοιρασιές που σχηµατίζουν ῾῾κέντα᾿᾿. ΄Ετσι η
Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

10(45 − 4)(
52
5

) ≈ 0.0039.

΄Ασκηση 4.

Καθώς κάθε άτοµο µπορεί να έχει γενέθλια οποιαδήποτε από τις 365 µέρες, υπάρχει ένα σύνολο
από (365)n πιθανά αποτελέσµατα. (Αγνοούµε την πιθανότητα κάποιος να έχει γεννηθεί στις 29 Φε-
ϐρουαρίου.) Υποθέτοντας πως κάθε ένα από τα αποτελέσµατα είναι ισοπίθανο να πραγµατοποιηθεί,
ϐλέπουµε ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι (365)(364)(363) . . . (365 − n + 1)/(365)n. Είναι πέρα
από κάθε προσδοκία το γεγονός ότι για n ≥ 23, αυτή η πιθανότητα είναι µικρότερη από 1

2
. Αυτό

σηµαίνει πως αν υπάρχουν 23 ή περισσότερα άτοµα σε έναν χώρο, η πιθανότητα τουλάχιστον δύο
από αυτούς να έχουν γενέθλια την ίδια µέρα υπερβαίνει το 1

2
.

΄Ασκηση 5.

(α) Ο δειγµατοχώρος του πειράµατος αποτελείται από 9 ισοπίθανα Ϲευγάρια (i, j) µε i, j = 1, 2, 3.
Για κάθε τιµή της τ.µ. Χ (0,±1,±2), υπολογίζουµε το πλήθος των αποτελεσµάτων που δίνουν δια-
ϕορά που ισούται µε τη αντίστοιχη τιµή της τ.µ. Π.χ., το γεγονός {X = 0} προκύπτει όταν έρθουν
οι 3 διπλές (1, 1), (2, 2), και (3, 3). Εύκολα προκύπτει τότε ότι :
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pX(x) =





1/9 x = −2, 2
2/9 x = −1, 1
3/9 x = 0
0 αλλού.

E[X] =
2∑

x=−2

xpX(x) = −2
1
9
− 1

2
9

+ 0
3
9

+ 1
2
9

+ 2
1
9

= 0.

Μπορούµε να δούµε ότι E[X] = 0 καθώς η ΣΠ είναι συµµετρική γύρω από το 0. Για να ϐρούµε τη
διασπορά της τ.µ. X, πρώτα υπολογίζουµε :

E[X2] =
2∑

x=−2

x2pX(x) = 4
1
9

+ 1
2
9

+ 0
3
9

+ 1
2
9

+ 4
1
9

=
4
3

και

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 4
3 .

(ϐ) ΄Εστω Z = X2. Εύκολα προκύπτει ότι η Z παίρνει τις τιµές 0,1,4. Επίσης, {Z = 0} ↔ {X = 0},
{Z = 1} ↔ {X = −1} ∪ {X = 1} και {Z = 4} ↔ {X = −2} ∪ {X = 2}. Ταιριάζοντας τις δυνατές
τιµές του X και τις πιθανότητες τους µε τις πιθανές τιµές του Z έχουµε

pZ(z) =





2/9 z = 4
4/9 z = 1
3/9 z = 0
0 αλλού.

0
 1
 4


3/9


4/9


2/9


y


p

Y


(y)


΄Ασκηση 6.
(α) Αναγνωρίζουµε ότι η X είναι µια ∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους n = 40 και
p = 0.2:

pX(k) =
(

40
k

)
0.2k0.840−k, k = 0, . . . 40.

και pX(k) = 0 για όλες τις άλλες τιµές του k.
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(ϐ)
P (τουλάχιστον 38 bits χωρίς σφάλµα) = P (X ≤ 2) = pX(0) + pX(1) + pX(2)

=
(

40
0

)
0.840 +

(
40
1

)
0.210.839 +

(
40
2

)
0.220.838

= 0.00794.

(γ) ΄Εστω Y το πλήθος των σφαλµάτων σε ένα λεπτό. Το Y είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή
µε n = 6 · 107 και p = 5 · 10−8. Εποµένως, το µέσος πλήθος σφαλµάτων κατά τη διάρκεια του ενός
λεπτού είναι E[Y ] = np = 3. Επίσης,

P (τουλάχιστον 1 σφάλµα κατά τη διάρκεια ενός λεπτού) = P (Y > 0) = 1− pY (0)

= 1− (1− 5 · 10−8)6·107
= 0.9502.


