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΄Ασκηση 1.

(α) ΄Εστω Α το ενδεχόµενο να έρθει κεφαλή και Β το ενδεχόµενο να έρθουν γράµµατα. ΄Εστω επίσης
On το ενδεχόµενο η n-οστή ϱίψη να ϕέρει πράσινο. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :

P (On) = P (On|A) P (A) + P (On|B)P (B) = (5/6)(1/2) + (1/2)(1/2) = 2/3.

(ϐ) Κάνοντας ξανά χρήση του ϑεωρήµατος ολικής πιθανότητας :

P (On ∩On+1) =
1
2
P ((On ∩On+1)|A) +

1
2
P ((On ∩On+1)|B)

=
1
2

((
5
6

)2

+
(

1
2

)2
)

=
17
36

.

(γ) ΄Εστω Fn το ενδεχόµενο και οι n πρώτες ϱίψεις να ϕέρουν πράσινο.

P (On+1|Fn) =
P (On+1 ∩ Fn)

P (Fn)
=

P (Fn+1)
P (Fn)

=
(1/2)P (Fn+1|A) + (1/2)P (Fn+1|B)

(1/2)P (Fn|A) + (1/2)P (Fn|B)

=
(5/6)n+1 + (1/2)n+1

(5/6)n + (1/2)n
.

Για µεγάλα n, το (5/6)n γίνεται πολύ µεγαλύτερο από το (1/2)n, εποµένως το P (On+1|Fn) προ-
σεγγίζει το (5/6)n+1

(5/6)n = 5/6. Αυτό το αποτέλεσµα είναι λογικό : όσο περισσότερες ϕορές εµφανίζεται
το πράσινο, τόσο πιο πιθανό είναι οτι έχει επιλεγεί το Ϲάρι Α (το οποίο µε πιθανότητα 5/6 ϕέρνει
πράσινο).

Επίσης, παρατηρείστε τη συµπεριφορά του P (A |Fn ) καθώς το n →∞. Με εφαρµογή των ϑεωρη-
µάτων Bayes και ολικής πιθανότητας έχουµε:

P (A |Fn ) =
P (Fn|A) P (A)

P (Fn)
=

P (Fn|A) P (A)
P (Fn|A) P (A) + P (Fn|B) P (B)

=
(5/6)n(1/2)

(5/6)n(1/2) + (1/2)n(1/2)
.

Καθώς το n µεγαλώνει, ο όρος (1/2)n στον παρονοµαστή µικραίνει, και το κλάσµα τείνει στη µονάδα:
γίνεται πιο πιθανό να έχει επιλεγεί το Ϲάρι Α.
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΄Ασκηση 2.

(α) ΄Εστω M το ενδεχόµενο ακριβώς πέντε Ϲεύξεις να έχουν πέσει. ΄Εστω C το ενδεχόµενο ο A να
επικοινωνεί µε τον B. ∆εδοµένου ότι ακριβώς πέντε Ϲεύξεις έχουν πέσει, ακριβώς τρεις εξακολουθούν

a d g

b c h

e fA B

να λειτουργούν. Αυτά µαζί µε το γεγονός ότι ο A επικοινωνεί µε τον B δίνουν δύο δυνατότητες : ο
A επικοινωνεί µε τον B είτε µέσω της διαδροµής (a, d, g) είτε µέσω της (b, c, h). ΄Εχοντας επίσης
δεδοµένο ότι οι Ϲεύξεις αστοχούνε ανεξάρτητα η µία από την άλλη:

P (C|M) = P ({(a, d, g) λειτουργεί} ∪ {(b, c, h) λειτουργεί}|M)

=
2(1− p)3p5

(
8
5

)
(1− p)3p5

=
2(1− p)3p5

56(1− p)3p5
=

1
28

(ϐ) Με τον ορισµό του ενδεχοµένου M όπως παραπάνω, οι πιθανότητες των ενδεχοµένων ‘η Ϲεύξη g
λειτουργεί δεδοµένου του M ’, ‘η Ϲεύξη h λειτουργεί δεδοµένου του M ’ καθώς και ‘τόσο η g όσο και
η h λειτουργούν δεδοµένου του M ’ µπορούν να υπολογιστούν ως εξής :

P ({g λειτουργεί }|M) =
P ({g λειτουργεί} ∩M)

P (M)
=

(1− p)× (
7
2

)
(1− p)2p5

(
8
5

)
(1− p)3p5

=
21
56

,

P ({h λειτουργεί }|M) =
P ({h λειτουργεί} ∩M)

P (M)
=

(1− p)× (
7
2

)
(1− p)2p5

(
8
5

)
(1− p)3p5

=
21
56

,

P ({και η g και η h λειτουργούν}|M) =
P ({και η g και η h λειτουργούν} ∩M)

P (M)
=

=
p2 × (

6
1

)
(1− p)p5

(
8
5

)
(1− p)3p5

=
6
56

.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω:

P ({η g ή η h λειτουργεί, αλλά όχι και οι δύο}|M)
= P ({g λειτουργεί}|M) + P ({h λειτουργεί}|M)− 2P ({και η g και η h λειτουργούν}|M)

=
21
56

+
21
56
− 2

6
56

=
15
28

.

(γ) ΄Εστω Q το ενδεχόµενο οι a, d και h αστοχούν. ∆εδοµένου ότι το Q συνέβη, ο µόνος τρόπος να
επικοινωνούνε οι A και B είναι να λειτουργούνε οι Ϲεύξεις b, c, f και g.

P (C|Q) = P (b λειτουργεί)P (c λειτουργεί)P (f λειτουργεί)P (g λειτουργεί)
= (1− p)4.
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΄Ασκηση 3.

(α) Η πιθανότητα να κερδίσει ο Κώστας µπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά:

P (Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα) = p + p(1− p− q) + p(1− p− q)2 + . . .

= p
[
1 + (1− p− q) + (1− p− q)2 + . . .

]

= p

∞∑

k=0

(1− p− q)k = p
1

1− (1− p− q)
=

p

p + q
.

(ϐ)

P ( Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες (: Α5) ) =

= (p + q) + (p + q)(1− p− q) + (p + q)(1− p− q)2 + (p + q)(1− p− q)3 + (p + q)(1− p− q)4

= (p + q)
4∑

k=0

(1− p− q)k = (p + q)
1− (1− p− q)5

1− (1− p− q)
= 1− (1− p− q)5.

Ισχύει επίσης ότι

P (Ο Κώστας κέρδισε την πρώτη παρτίδα (: Κ1) ∩ Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες) = p.

Εποµένως
P (K1|A5) =

P (K1 ∩A5)
P (A5)

=
p

1− (1− p− q)5
.

(γ)
P (Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες) = 1− (1− p− q)5.

Επίσης,

P (Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα ∩ Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες)
= p + p(1− p− q) + p(1− p− q)2 + p(1− p− q)3 + p(1− p− q)4

=
p

[
1− (1− p− q)5

]

1− (1− p− q)
=

p
[
1− (1− p− q)5

]

p + q
.

Εποµένως,

P (Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα|Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες)

=
P (Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα ∩ Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες)

P (Ο αγώνας διαρκεί το πολύ 5 παρτίδες) =
p

p + q
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(δ)

P (Ο Κώστας κέρδισε πριν την έκτη παρτίδα|Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα)

=
P (Ο Κώστας κέρδισε πριν την έκτη παρτίδα ∩ Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα)

P (Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα)

=

(
p

[
1− (1− p− q)5

]

p + q

)
/

(
p

p + q

)

= 1− (1− p− q)5

Σε αυτό το αποτέλεσµα µπορούµε επίσης να καταλήξουµε αν παρατηρήσουµε ότι τα δυο ενδεχόµενα
είναι ανεξάρτητα. Αυτό µπορούµε να το συµπεράνουµε από τα ερωτήµατα (α) και (γ).

P (Ο Κώστας κέρδισε πριν την έκτη παρτίδα|Ο Κώστας κέρδισε τον αγώνα)
= P (Ο Κώστας κέρδισε πριν την έκτη παρτίδα)

= 1− (1− p− q)5.

΄Ασκηση 4.

(α) ΄Οχι. Τα γεγονότα A και B δεν είναι ανεξάρτητα. Για να γίνει αυτό αντιληπτό, σηµειώστε ότι
A ⊂ B, οπότε ϑα είναι P (A ∩B) = P (A). Η τελευταία έκφραση είναι ίση µε το P (A) · P (B) µόνο
όταν P (B) = 1 ή P (A) = 0. ΄Οµως, στο παράδειγµά µας είναι καθαρά P (B) < 1 και P (A) > 0.
Συνεπώς, είναι : P (A ∩B) 6= P (A) · P (B) και άρα τα γεγονότα A και B δεν είναι ανεξάρτητα.

(ϐ) Ναι. ∆εδοµένου του γεγονότος Γ, το γεγονός A ϑα συµβεί αν και µόνο αν η Μαρία συναντήσει
5 ανθρώπους την δεύτερη εβδοµάδα. Εποµένως, είναι : P (A | Γ) = 1/5.
Αν η Μαρία έκανε 5 ϕίλους τη πρώτη εβδοµάδα, είναι σίγουρη ότι ϑα κάνει περισσότερους από 5
ϕίλους συνολικά. Οπότε, ϑα είναι : P (B | Γ) = 1.
Αν το A συµβεί, τότε συµβαίνει και το B, εποµένως ϑα ισχύει ότι : P (A ∩ B | Γ) = P (A | Γ) =
P (A | Γ) · P (B | Γ). Συνεπώς, τα γεγονότα A και B είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητα δεδοµένου του
γεγονότος Γ.

(γ) ΄Οχι. Βρήκαµε στο µέρος (ϐ) ότι P (A | Γ) = 1/5 ενώ είναι : P (A) = 1
5 · 1

5 = 1
25 . Εποµένως,

είναι : P (A | Γ) 6= P (A). Συνεπώς, τα γεγονότα A και Γ δεν είναι ανεξάρτητα.
Παροµοίως, είναι : P (B | Γ) = 1 ενώ είναι προφανές ότι P (B) < 1. ΄Αρα, τα γεγονότα B και Γ δεν
είναι ούτε αυτά ανεξάρτητα.

(δ) ΄Εστω Fi, όπου (i = 1, 2, . . . , 5), το γεγονός ότι την πρώτη ϐδοµάδα έγιναν i ϕίλοι. Παροµοίως,
έστω Si το γεγονός ότι την δεύτερη ϐδοµάδα έγιναν i ϕίλοι. ΄Εστω Tj , όπου (j = 2, . . . , 10), το
γεγονός ότι ο συνολικός αριθµός ϕίλων που έγιναν τις 2 εβδοµάδες είναι j. Τότε, ϑα έχουµε:

P (2 την πρώτη | 6 συνολικά) = P (F2 | T6)

=
P (T6 | F2) · P (F2)

P (T6)

=
P (S4) · P (F2)∑5
i=1 P (Fi ∩ S6−i)

=

1
5
· 1
5

5 · 1
5
· 1
5

=
1
5
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όπου η δεύτερη ισότητα χρησιµοποιεί τον κανόνα του Bayes, η τρίτη ισότητα χρησιµοποιεί το Ολικό
Θεώρηµα Πιθανοτήτων, και η τέταρτη (τελευταία) ισότητα χρησιµοποιεί το γεγονός ότι ο αριθµός των
ϕίλων που γίνονται κάθε εβδοµάδα είναι ανεξάρτητος.
Παροµοίως, προκύπτει ότι : P (F3 | T6) = 1/5.

(ε) Με ϐάση τις ϑεωρήσεις που έγιναν στο ερώτηµα (δ) έχουµε:

P (F2 ∪ S2 | T6) = P (F2 | T6) + P (S2 | T6)− P (F2 ∩ S2 | T6)

=
1
5

+
1
5
− 0 =

2
5

Στην πρώτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι πιθανότητες υπό συνθήκη ικανοποιούν όλα
τα αξιώµατα πιθανοτήτων. Το P (F2 | T6) = 1/5 είχε ϐρεθεί στο προηγούµενο ερώτηµα. Εφόσον οι
εβδοµάδες είναι κατανηµεµένες το ίδιο, ϑα ισχύει και το : P (S2 | T6) = 1/5. Με τον ίδιο τρόπο ϑα
έχουµε:

P (F3 ∪ S3 | T6) = P (F3 | T6) + P (S3 | T6)− P (F3 ∩ S3 | T6)

=
1
5

+
1
5
− P (S3 | F3 ∩ T6) · P (F3 | T6)

=
1
5

+
1
5
− 1 · 1

5
=

1
5

Σηµειώστε ότι το τελευταίο αποτέλεσµα είναι λογικό, αφού υπάρχει µόνο ένας τρόπος να συναντήσεις
6 ανθρώπους συναντώντας 3 σε τουλάχιστον µια εβδοµάδα, ενώ υπάρχουν 2 τρόποι να συναντήσεις
6 ανθρώπους συναντώντας 2 σε τουλάχιστον µια εβδοµάδα. Εποµένως, είναι λογικό που η τελευταία
πιθανότητα ισούται µε το µισό της προηγούµενης.


