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΄Ασκηση 1.
Από το ϑεώρηµα του DeMorgan έχουµε ότι :

P (A ∪ (Bc ∪ Cc)c) = P (A ∪ (B ∩ C))

(α) Τα B και C είναι ξένα µεταξύ τους, άρα B ∩ C = ∅, συνεπώς P (A ∪ (B ∩ C)) = P (A ∪ ∅) =
P (A) = 1/3.

(ϐ) P (A ∪ (B ∩C)) = P (A) + P (B ∩C)− P (A ∩ (B ∩C)) = 4P (A ∩B ∩C) + 2P (A ∩B ∩C)−
P (A ∩B ∩ C) = 5P (A ∩B ∩ C) = 5/8.

(γ) P (A∪(B∩C)) = P (A)+P (B∩C)−P (A∩(B∩C)) = P (A)+P (B∩C)−P (A∩B∩C)
P (A∩C)=0

=
1/2 + 1/3 + 0 = 5/6.

(δ) Ισχύει Ac∩(Bc∪Cc) = (A∪(Bc∪Cc)c)c. Συνεπώς P (A∪(Bc∪Cc)c) = 1−P ((A∪(Bc∪Cc)c)c) =
1− 0.6 = 0.4.

΄Ασκηση 2.
(α) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) ≤ P (A) + P (B). Συνεπώς P (A ∪B) ≤ 0.8. Η ισότητα
ισχύει όταν P (A ∩B) = 0.
Οµοίως, P (A∪C) = P (A)+P (C)−P (A∩C) ≤ P (A)+P (C). Αλλά P (A)+P (C) > 1. Συνεπώς
P (A ∪ C) ≤ 1. Η ισότητα ισχύει όταν P (A ∩ C) = 0.3.

(ϐ) Εφόσον A ⊂ A ∪ B και B ⊂ A ∪ B ξέρουµε ότι P (A) ≤ P (A ∪ B), P (B) ≤ P (A ∪ B).
max{P (A), P (B)} = 0.6. ΄Αρα 0.6 ≤ P (A ∪B). Η ισότητα ισχύει όταν B ⊂ A.
Οµοίως, εφόσον max{P (A), P (C)} = 0.7, 0.7 ≤ P (A ∪ C). Η ισότητα ισχύει όταν A ⊂ C.

(γ) Εφόσον A∩B ⊂ A και A∩B ⊂ B ισχύει P (A∩B) ≤ P (A), P (A∩B) ≤ P (B). min{P (A), P (B)} =
0.2 άρα P (A ∩B) ≤ 0.2. Η ισότητα ισχύει όταν B ⊂ A.
Οµοίως, P (A ∩ C) ≤ min{P (A), P (C)} = 0.6. Η ισότητα ισχύει όταν A ⊂ C.

(δ) Η µικρότερη δυνατή τιµή της P (A∩B) = 0 όταν τα Α και Β είναι ξένα µεταξύ τους. Η µικρότερη
δυνατή τιµή της P (A ∩ C) = 0.3 και σε αυτή τη περίπτωση P (A ∪ C) = 1 όπως δείχτηκε στο
ερώτηµα (α).

Ανακεφαλαιώνοντας, 0.6 ≤ P (A ∪ B) ≤ 0.8 όπου η µικρότερη τιµή ισχύει όταν B ⊂ A ( άρα
P (A ∩ B) = P (B) = 0.2 έχει τη µεγαλύτερη τιµή), ενώ η µεγαλύτερη τιµή 0.8 της P (A ∪ B)
εµφανίζεται όταν η P (A ∩B) έχει τη µικρότερη δυνατή τιµή 0.

Οµοίως, 0.6 ≤ P (A∪C) ≤ 1 όπου η µικρότερη τιµή ισχύει όταν A ⊂ C ( άρα P (A∩C) = P (A) =
0.6 έχει τη µεγαλύτερη τιµή), ενώ η µεγαλύτερη τιµή 1 της P (A ∪C) εµφανίζεται όταν η P (A ∩C)
έχει τη µικρότερη δυνατή τιµή 0.3.
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΄Ασκηση 3.
(α) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) = ∅ ∪ ∅ = ∅. Συνεπώς P (A ∩ (B ∪ C)) = 0.

(ϐ) Ισχύει ότι P (A ∩ (B ∪ C)) = P (A ∩ B)) ∪ (A ∩ C) = P (A ∩ B) + P (A ∩ C) − P (A ∩ B ∩ C)
όπου P (A ∩B) = 0.2 και P (A ∩ C) = 0.3.

΄Αρα αρκεί να υπολογίσουµε τη πιθανότητα P (A∩B ∩C). Παρατηρούµε ότι P (B ∪C) που γενικά
έχει τη τιµή P (B) + P (C) − P (B ∩ C) τυχαίνει να είναι ίση µε P (B) + P (C), άρα ϑα πρέπει
P (B ∩C) = 0, και συνεπώς P (A∩B ∩C) = 0. ΄Αρα P (A∩ (B ∪C)) = P (A∩B) + (A∩C) = 0.5.

΄Ασκηση 4.
(α) Στο Ϲάρι υπάρχουν 3 επιφάνειες µε Ϲυγό αριθµό και 3 επιφάνειες µε περιττό αριθµό. Κάθε
επιφάνεια είναι ισοπίθανη, οπότε η πιθανότητα το f1 να είναι Ϲυγός είναι 0.5.

(ϐ) Ο δειγµατοχώρος αποτελείται από ένα αριθµήσιµα άπειρο αριθµό αποτελεσµάτων, όπου το γεγο-
νός Ak,l = {f1 = k και f2 = l} αποτελείται από όλα τα αποτελέσµατα της µορφής
kl, kkl, kkkl, . . . , knl, . . . όπου l 6= k. Προφανώς,
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Συνεπώς µπορούµε να δουλέψουµε µε ένα πιο απλό µοντέλο για το δειγµατοχώρο:

Ω = {(k, l) : k 6= l, k = 1, . . . , 6, l = 1, . . . . , 6.}
που αποτελείται από 30 ισοπίθανα αποτελέσµατα. Υπάρχουν 6 αποτελέσµατα που συνθέτουν το
γεγονός ότι και τα δύο f1 και f2 είναι Ϲυγοί (δηλαδή τα (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 6), (6, 2) και (6, 4)).
Οπότε η πιθανότητα το f1 και f2 να είναι και τα δύο Ϲυγοί ισούται µε 6

30 = 1
5 .

(ϐ) Το πλήθος των αποτελεσµάτων που συνθέτουν το γεγονός f1 + f2 ≤ 7 µπορεί πολύ εύκολα να
υπολογιστεί : Αν f1 = 1, τότε το f2 µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα {2, 3, 4, 5, 6}. Αν f1 = 2,
τότε το f2 µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα {1, 3, 4, 5}. Αν f1 = 3, τότε το f2 µπορεί να είναι
οποιοδήποτε από τα {1, 2, 4}. Αν f1 = 4, τότε το f2 µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα {1, 2, 3}. Αν
f1 = 5, τότε το f2 µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα {1, 2}. Αν f1 = 6, τότε το f2 µπορεί να είναι
µόνο {1}. ΄Αρα ισχύει f1+f2 ≤ 7 αν (f1, f2) είναι οποιοδήποτε από τα ανωτέρω 5+4+3+2+1 = 18
αποτελέσµατα στο Ω. Συνεπώς η πιθανότητα αυτού του γεγοτος είναι 18

30 = 0.6.

΄Ασκηση 5.
(α) Ορίζουµε N τη νίκη και H την ήττα σε ένα σετ. Κερδίζετε τον αγώνα όταν το αποτέλεσµα είναι
ένα από τα: (N ,N ,N ), (N ,N ,H), (H,N ,N ). Αφού P (N ,N ,N ) = p1p2p3, P (N ,N ,H) =
p1p2(1− p3) και P (H,N ,N ) = (1− p1)p2p3, η πιθανότητα να κερδίσετε τον αγώνα είναι ίση µε το
άθροισµα p1p2 + p2p3 − p1p2p3.

΄Ενας διαφορετικός τρόπος υπολογισµού είναι ο ακόλουθος : Ορίζουµε Α το γενονός ότι κερδίζετε τα
πρώτα 2 σετ και Β το γεγονός ότι κερδίζετε τα 2 τελευταία σετ. Τότε, κερδίζετε τον αγώνα αν συµβαί-
νει το γεγονός A ∪ B, το οποίο έχει πιθανότητα P (A) + P (B)− P (A ∩ B) = p1p2 + p2p3 − p1p2p3

εφόσον A ∩ B είναι το γεγονός της νίκης των τριών σετ. Σηµειώστε ότι έχετε την ίδια πιθανότητα
να κερδίσετε τον αγώνα εάν παίξετε µε τους αντίπαλους µε αντίθετη σειρά 3, 2, 1: σηµασία έχει µε
ποιον παίζετε στο δεύτερο σετ.

(ϐ) Ειναι προφανές ότι για να κερδίσετε τον αγώνα, πρέπει να κερδίσετε οπωσδήποτε το δεύτερο σετ,
άρα είναι αναµενόµενο ότι ϑα πρέπει να διαλέξετε τον ευκολότερο αντίπαλο στο δεύτερο σετ. ΄Οπως
παρατηρήθηκε στο πρώτο ερώτηµα, οποιονδήποτε από τους άλλους 2 αντίπαλους και να διαλέξετε
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να παίξετε στο πρώτο σετ, δεν επηρεάζει την πιθανότητα νίκης στον αγώνα. Και όντως η µαθηµατική
ανάλυση στηρίζει αυτή τη διαίσθηση: ΄Εστω Pi η πιθανότητα να κερδίσετε τον αγώνα όταν παίζετε
µε τον αντίπαλο i στο δεύτερο σετ. Εύκολα προκύπτει ότι :

P1 = p1p2 + p1p3 − p1p2p3,

P2 = p1p2 + p2p3 − p1p2p3,

P3 = p1p3 + p2p3 − p1p2p3.

Παρατηρούµε ότι Pi > Pj αν και µόνο αν pi > pj . Συνεπώς η πιθανότητα να κερδίσετε τον αγώνα
µεγιστοποιείται όταν παίζετε µε τον αντίπαλο i στο δεύτερο σετ όπου pi = max{p1, p2, p3}.

΄Ασκηση 6.

(α) P (Ω) =
∞∑
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exp(loge 2) = 1.

(ϐ) P (n είναι Ϲυγός ) =
∞∑
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(loge 2)2n
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. Ισχύει exp(x) + exp(−x) = 2cosh(x) = 2

∞∑

n=0

x2n
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,

cosh(x) = 1
2(exp(x)+exp(−x)). ΄Αρα, P (n είναι Ϲυγός ) = (1/4)[exp(loge 2)+exp(− loge 2)] = 5/8.

΄Ασκηση 7.
(α) Θέτουµε P (K) = p οπότε P (G) = 1− p = q. Τότε,

P (C) = P (K)+P (GGGGK)+P (GGGGGGGGK)+. . . = p+q4p+q8p+. . . = p
∞∑

k=0

(q4)k =
p

1− q4
.

Οµοίως,

P (S) = P (GK)+P (GGGGGK)+P (GGGGGGGGGK)+. . . = qp+q5p+q9p+. . . = pq
∞∑

k=0

(q4)k =
pq

1− q4
.

Οµοίως, έχουµε ότι P (A) = pq2

1−q4 και P (M) = pq3

1−q4 . ∆εδοµένου ότι 1−q4 = (1−q)(1+q+q2 +q3),
τα παραπάνω µπορούν να γραφτούν ως : P (C) = 1

1+q+q2+q3 , P (S) = q
1+q+q2+q3 , P (A) = q2

1+q+q2+q3

και P (M) = q3

1+q+q2+q3 .

(ϐ) Αφού q < 1, έχουµε ότι P (C) > P (S) > P (A) > P (M) γεγονός που δείχνει ότι η Μελίνα δεν
ϑα πρέπει να είναι πολύ χαρούµενη. Επίσης είναι προφανές ότι P (C)+P (S)+P (A)+P (M) = 1.


