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Θέµα 1.

(α) ΄Εχουµε:

fX(x) =
dFX

dx
(x) =

{
3α3x−4, x ≥ α

0, αλλιώς

(ϐ) Η µέση τιµή υπολογίζεται ως εξής :

E[X] =
∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ +∞

α
x3α3x−4dx =

∫ +∞

α
3α3x−3dx = 3α3(−1

2
x−2)

∣∣∣
+∞

α
=

3α

2

Επίσης, η δεύτερη ϱοπή της X είναι :

E[X2] =
∫ +∞

α
x23α3x−4dx = 3α3

∫ +∞

α
x−2dx = 3α3(−x−1)

∣∣∣
+∞

α
= 3α2

Εποµένως, η διασπορά της X είναι :

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 3α2 − (
3α

2
)2 =

3α2

4

(γ)

P (X ≤ 2α) = FX(2α) = 1− α3

(2α)3
=

7
8

= 0.875

(δ)

P (|X| ≤ 3α) = P (−3α ≤ X ≤ 3α) = FX(3α)− FX(−3α) = 1− α3

(3α)3
− 0 =

26
27

= 0.963

(ε)

P (X > 2α)/|X| ≤ 3α) =
P (X > 2α ∩ |X| ≤ 3α)

|X| ≤ 3α
=

P (2α < X ≤ 3α)
|X| ≤ 3α

=

FX(3α)− FX(2α)
26
27

=
1− α3

(3α)3
− 1 + α3

(2α)3

26
27

=
26
27 − 7

8
26
27

= 0.0913

Θέµα 2.
΄Εστω τα γεγονότα Α={επιλέχθηκε ο τροχός Α} και Β={επιλέχθηκε ο τροχός Β}. Χρησιµοποιώντας τον
κανόνα του Bayes, έχουµε ότι

P (A/X <
1
4
) =

P (A)P (X < 1
4/A)

P (X < 1
4)

=
P (A)P (X < 1

4/A)
P (A)P (X < 1

4/A) + P (B)P (X < 1
4/B)
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Από την εκφώνηση έχουµε ότι
P (A) = P (B) =

1
2

P (X <
1
4
/A) = P (Y <

1
4
) =

∫ 1
4

0
fY (y)dy =

∫ 1
4

0
1dy =

1
4

P (X <
1
4
/B) = P (W <

1
4
) =

∫ 1
4

0
fW (w)dw =

∫ 1
4

0
3dw =

3
4

Συνεπώς,

P (A/X <
1
4
) =

1
2

1
4

1
2

1
4 + 1

2
3
4

=
1
4
.

Θέµα 3.

(α1)

P (|X − 4| > 3) = P (X − 4 > 3 ή X − 4 < −3) = P (X > 7 ή X < 1) = P (X > 7) + P (X < 1) =

= 1−P (
X − 2

5
<

7− 2
5

)+P (
X − 2

5
<

1− 2
5

) = 1−Φ(1)+Φ(−0.2) = 2−Φ(1)−Φ(0.2) = 0.5794

(α2)

P (X < 3/X > 2) =
P (X < 3 ∩X > 2)

P (X > 2)
=

P (2 < X < 3)
P (X > 2)

=
P (2−2

5 < X−2
5 < 3−2

5 )
1− P (X−2

5 < 2−2
5 )

Φ(0.2)− Φ(0)
1− Φ(0)

=
Φ(0.2)− 1

2

1− 1
2

= 2(Φ(0.2)− 0.5) = 0.1586.

(ϐ)
΄Εστω Xi η διαφορά των πόντων κάθε περιόδου, i = 1, 2, 3, 4. Τότε Xi ∼ N(1.5, 6) και οι Xi είναι
ανεξάρτητες Γκαουσιανές τ.µ.

(ϐ1)

P (ϐ1) = P (
4∑

i=1

Xi > 0)

Αλλά
4∑

i=1

Xi ∼ N(4× 1.5, 4× 6) ≡ N(6, 24)

Συνεπώς,

P (ϐ1) = P (
∑4

i=1 Xi − 6√
24

>
0− 6√

24
) = 1− Φ(− 6√

24
) = Φ(

6√
24

) = 0.8897

(ϐ2)

P (ϐ2) = P (
4∑

i=1

Xi > 0/X1 + X2 = −5) = P (−5 + X3 + X4 > 0) = P (X3 + X4 > 5)
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Αλλά X3 + X4 ∼ N(3, 12), συνεπώς:

P (ϐ2) = P (
X3 + X4 − 3√

12
>

5− 3√
12

) = 1− Φ(
2√
12

) = 0.2818

(ϐ3)

P (ϐ3) = P (
4∑

i=1

Xi > 0/X1 = 5) = P (5 + X2 + X3 + X4 > 0) = P (X2 + X3 + X4 > −5)

Αλλά X2 + X3 + X4 ∼ N(4.5, 18), οπότε :

P (ϐ3) = P (
X2 + X3 + X4 − 4.5√

18
>
−5− 4.5√

18
) = 1− Φ(

−9.5√
18

) = Φ(
9.5√
18

) = 0.9874

Θέµα 4.
(α)
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της X καθώς και ο µετασχηµατισµός Y = g(X) ϕαίνονται
στις επόµενες γραφικές παραστάσεις :
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(ϐ)
Προφανώς απο το σχήµα ϕαίνεται οτι η τ.µ. Υ παίρνει τιµές στο διάστηµα [e−4 e−2].
- Για y < e−4, έχουµε FY (y) = 0
- Για y ≥ e−2, έχουµε FY (y) = 1
- Για e−4 ≤ y < e−2, έχουµε

FY (y) = P (Y < y) = P (e−2X < y) = P (−2X < lny) = P (X > −1
2
lny) =

=
∫ +∞

− 1
2
lny

fX(x) =
∫ 2

− 1
2
lny

1dx = 2 +
1
2
lny

Τελικά,

FY (y) =





0, y < e−4

2 + 1
2 lny, e−4 ≤ y < e−2

1, y ≥ e−2

(γ)

fY (y) =
dFY

dy
(y) =

{ 1
2y , e−4 ≤ y ≤ e−2

0, αλλού
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(δ)

P (Y ≤ e−3) = FY (e−3) = 2 +
1
2
ln(e−3) = 2− 3

2
=

1
2

= 0.5.
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