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΄Ασκηση 1.

(α) Η τυχαία µεταβλητή W παίρνει τις τιµές {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Η σ.π.π. είναι :

pW (w) = P{W = w} = P{w :
7∑

i=0

wi = w} =
(

8
w

)
1
28

εφόσον υπάρχούν

(
8
w

)
8–διάστατα δυαδικά διανύσµατα που έχουνw 1 γιαw ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Παρατηρήστε ότι :

8∑
w=0

pW (w) =
8∑

w=0

(
8
w

)
1
28

=
1
28

8∑
w=0

(
8
w

)
=

1
28

(1 + 1)8 = 1

όπως αναµένεται αφού η pW είναι σ.π.π..
(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

X =
{

1, όταν το πλήθος των 1 στο w είναι άρτιος

0, αλλιώς

΄Ετσι :

pX(1) = P (X = 1)

= P{w :
7∑

i=0

wi = 2k = `άρτιος΄}

= P{w :
7∑

i=0

wi = 0}+ P{w :
7∑

i=0

wi = 2}+ P{w :
7∑

i=0

wi = 4}+

P{w :
7∑

i=0

wi = 6}+ P{w :
7∑

i=0

wi = 8}

= pW (0) + pW (2) + pW (4) + pW (6) + pW (8)

=
1
28

((
8
0

)
+
(

8
2

)
+
(

8
4

)
+
(

8
6

)
+
(

8
8

))
=

1
2
.

Εφόσον pX(0) = 1− pX(1) = 1− 1
2 = 1

2 , δηλαδή:

pX(x) =
{

1/2, x = 1
1/2, x = 0

(γ) ΄Εχουµε:

Y =
{

1, αν wj = 1
0, αν wj = 0

άρα:

pY (1) = P{Y = 1} = P{w : wj = 1}.
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Η παραπάνω πιθανότητα αναφέρεται στο γεγονός ότι οι υπόλοιπες επτά συνιστώσες wi, i 6= j
µπορούν να παρουν οποιαδήποτε από τις τιµές 0 ή 1. ΄Εχουµε:

Πλήθος αποτελεσµάτων έτσι ώστε {wj = 1 και wi = 0 ή 1, i 6= j} =
(

7
0

)
+
(

7
1

)
+ ...+

(
7
7

)

=
7∑

n=0

(
7
n

)
= (1 + 1)7 = 27

εφόσον µπορούν να υπάρχουν είτε 0, είτε 1, είτε 2, . . . είτε 7 wi συνιστώσες που µπορούν να πάρουν

την τιµή 1. Κάθε ένα από αυτα τα 27
αποτελέσµατα έχει πιθανότητα 1/28

, έτσι :

pY (1) = P{Y = 1} = P{w : wj = 1} =
27

28
=

1
2
.

Πρέπει να ισχύει pY (0) + pY (1) = 1, άρα pY (1) = 1
2 και :

pY (y) =
{

1/2, αν y = 1
1/2, αν y = 0

(δ) ΄Εχουµε:

Z =
{

1, αν maxi(wj) = 1
0, αν maxi(wj) = 0

άρα

pZ(0) = P{Z = 0} = P{w : max
i

(wi) = 0} = P{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} =
1
28
.

Πρέπει να ισχύει pZ(0) + pZ(1) = 1, άρα pZ(1) = 255
256 , και

pZ(z) =
{

255/256, αν z = 1
1/256, αν z = 0

΄Ασκηση 2.

Η τυχαία µεταβλητή X παίρνει τιµές X = 6, 7, 8 εποµένως µια τυχαία µεταβλητή Y που ϑα

συµβολιζει το πλήθος των ατόµων που δεν προλαβαίνουν να ϐρούν ϑέση για το ταξίδι, ϑα παίρνει

τιµές Y = 1, 2, 3 αντίστοιχα για καθε πιθανή τιµή του X . Εφόσον το X παίρνει τις τιµές X = 6, 7, 8
µε τις αντίστοιχες πιθανότητες

28
256 ,

8
256 ,

1
256 , τότε µπορούµε να ϐρουµε οτι

E[Y ] =
1× 28 + 2× 8 + 3× 1

256
=

47
256

΄Ασκηση 3.

(α),(ϐ) Γενικά:

PX(k) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k

΄Ετσι για p = 0.1 έχω :
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PX(k = 0) =
(

10
0

)
0.10(1− 0.1)10−0 = 0.348

PX(k = 1) =
(

10
1

)
0.11(1− 0.1)10−1 = 0.3

PX(k = 2) =
(

10
2

)
0.12(1− 0.1)10−2 = 0.19

και συνεχίζουµε τους υπολογισµούς για τις τιµές του k = 0, 1, ..., 9, 10. ΄Επειτα κάνουµε τις αντί-

στοιχες πράξεις για κάθε διαφορετική τιµη του p.
Οι κατανοµές ϕαίνονται στο παρακάτω γράφηµα.

(γ)

Απο το γράφηµα διακρίνουµε οτι η σχέση ανάµεσα στις κατανοµές (ΣΠ) είναι: Για µια τιµή p ϑα

έχω πιθανότητα P{X = k} ενώ για την τιµή 1− p ϑα έχω πιθανότητα P{X = 10− k}.
(δ)

Απο τους υπολογισµούς (αλλά και απο την κατανοµή) προκύπτει οτι για p = 0.1, 0.25, 0.4, 0.5, 0.6, 0.75
και 0.9, η πιθανότητα P{X = k} παίρνει την µέγιστη τιµή για k = 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9 αντίστοιχα.

(ε)

Η µέση τιµή είναι np ενω το mode είναι (n+ 1)p.

‖np− (n+ 1)p‖ = ‖p(n− n− 1)‖ = ‖p‖ ≤ 1

΄Ασκηση 4.

(α) Η πιθανότητα να σερβίρει το ίδιο λαχανικό και τις τρείς µέρες είναι:

(0.2)3 + (0.5)3 + (0.3)3 = 0.16

(ϐ) Η πιθανότητα να σερβίρει το ίδιο λαχανικό τις δυο απο τις τρείς µέρες είναι:

3[(0.2)2(1− 0.2) + (0.3)2(1− 0.3) + (0.5)2(1− 0.5)] = 0.66

(γ) Η πιθανότητα να σερβίρει διαφορετικό λαχανικό καθε µια απο τις τρείς µέρες είναι:

3![(0.2)× (0.5)× (0.3)] = 0.18
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΄Ασκηση 5.

(α) Οι διαφορετικές τιµές που µπορεί να πάρει η X είναι :-6,6,12,18
(ϐ)

Αν στοιχηµατίσουµε 6 ευρώ στον αριθµό i τότε χάνουµε ολα τα λεφτά αν και στις τρείς Ϲαριές

εµφανιστούν αριθµοι διαφορετικοί του i. ΄Ετσι

P{X = −6} =
53

63
=

125
216

Εαν κερδίσουµε 6 ευρώ τότε ακριβώς µια απο τις τρεις Ϲαριές εµφάνισε τον αριθµό i που ποντά-

ϱαµε. ΄Ετσι

P{X = 6} =
3× (1× 52)

63
=

75
216

΄Οµοια υπολογίζουµε για 12 ευρώ

P{X = 12} =
3× (12 × 5)

63
=

15
216

και

P{X = 18} =
13

63
=

1
216

(γ)

E[X] =
∑

u× p(u) =
125×−6 + 75× 6 + 15× 12 + 1× 18

216
=

102
216

= −17
36
.....

Η πιθανότητα να κερδίσει ο παίκτης κάποιο ποσον είναι:

1− P (X = −6) = 1− 125
216

=
91
216

= 0.421

(δ)

Για την νεα στρατηγική ϑα έχουµε:
Η πιθανότητα να έρθουν τρεις διαφορετικοί αριθµοί είναι

6×5×4
216 = 5

9 . Σε αυτή τη περίπτωση

παίρνουµε πίσω 6 ευρώ, οσα δηλαδη ποντάραµε, εποµένως εχουµε κέρδος 0.

Η πιθανότητα να ϕέρουν και τα τρια Ϲάρια τον ίδιο αριθµό είναι 6 1
216 = 1

36 . Σε αυτή την

περίπτωση έχουµε κέρδος 3 ευρω αλλα χάνουµε τα πέντε ευρω που ποντάραµε σε όλους τους

υπόλοιπους αριθµούς, εποµένως έχουµε ΄κέρδος΄ -2.

Η πιθανότητα να έρθει ο ίδιος αριθµός σε ακριβώς δυο Ϲάρια είναι 3 (12×5)
36 = 15

36 = 5
12 . Σε αυτή

την περίπτωση κερδίζουµε 2 ευρώ απο τα δυο όµοια και 1 ευρώ απο το αλλο. ΄Οµως χάνουµε 4

ευρώ απο τα στοιχήµατα στους αριθµούς που δεν εµφανίστηκαν. Εποµένως έχουµε ΄κέρδος΄ -1.

Τελικά η Y είναι µια τυχαία µεταβλητή που παίρνει τιµές {0,−2,−1} µε πιθανότητα {5
9 ,

1
36 ,

5
12}

αντίστοιχα.

Η µέση τιµή της είναι:

E[Y] =
0× 20− 1× 15− 2× 1

36
= −17

36

Η πιθανότητα να κερδίσει ο παίκτης κάποιο ποσον είναι:

1− [P (Y = 0) + P (Y = −1) + P (Y = −2)] = 1− 1 = 0
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΄Ασκηση 6.

(α)

P{X ≤ 100} = 1− P{X > 100}

= 1− [P{X = 105}+ P{X = 104}+ P{X = 103}+ P{X = 102}+ P{X = 101}]

= 1−[(0.9)105+
(

105
1

)
(0.9)104(0.1)+

(
105
2

)
(0.9)103(0.1)2+

(
105
3

)
(0.9)102(0.1)3+

(
105
4

)
(0.9)101(0.1)4]

= 0.9832...

(ϐ) Εάν X είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (n, p), τότε Y = n − X είναι

επίσης µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (n, 1 − p). Ετσι και ο αριθµός των µη-

εµφανίσεων αποτελεί µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (105,0.1). Εφόσον έχουµε

πολύ µεγάλη τιµή n και πολύ µικρή p, είναι λογική η προσεγγίση µε Poisson τυχαία µεταβλητή

µε παράµετρο λ = np = 10.5.
(γ)

P{Y ≥ 5} = 1−P{Y < 5} = 1− [P{Y = 0}+P{Y = 1}+P{Y = 2}+P{Y = 3}+P{Y = 4}]

= 1− e−10.5[1 + (10.5) +
(10.5)2

2!
+

(10.5)3

3!
+

(10.5)4

4!
] = 0.978906...


