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'Askhsh 1.
Gia eukolÐa ja arijm soume k�je jèsh st�jmeushc. Ja sqedi�soume èna dèntro pijanot twn gia
na perigr�youme to deigmatoq¸ro.

Sq ma 1: Dèntro pijanot twn

H MarÐa mporeÐ na epilèxei opoiad pote jèsh apì tic n jèseic st�jmeushc. H pijanìthta na
dialèxei k�poia jèsh eÐnai 1/n. O Jwm�c mporeÐ na epilèxei opoiad pote apì tic n− 1 jèseic pou
èqoun apomeÐnei me pijanìthta 1/(n−1). Up�rqoun n(n−1) fÔlla sto dèntro mac, kai k�je fÔllo
eÐnai isopÐjano. 'Otan koit�me ta fÔlla twn kladi¸n ìpou h MarÐa den di�lexe tic jèseic 1, 2, n−1
  n parathroÔme ìti 4 fÔlla se k�je pleur� aut¸n twn kladi¸n eÐnai sto deigmatoq¸ro mac (2
jèseic st�jmeushc se k�je pleur� thc jèshc thc MarÐac). 'Otan h MarÐa epilègei th jèsh 2   n−1,
up�rqoun 3 tètoia fÔlla (mÐa jèsh apì th mÐa pleur� kai 2 apì thn �llh). 'Otan epilègei thn 1
  n up�rqoun 2 tètoia fÔlla (eÐnai sto tèloc tou q¸rou st�jmeushc - apì th mÐa   thn �llh pleur�).

Epomènwc h pijanìthta na èqoun stajmeÔsei se apìstash toul�qiston miac jèshc metaxÔ touc
eÐnai:

(4)(n− 4) + (3)(2) + (2)(2)
n(n− 1)

=
4n− 6

n(n− 1)

H parap�nw pijanìthta den eÐnai efarmìsimh gia n = 2 kai n = 3. To apotèlesma gia autèc tic
timèc eÐnai 1.
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An qrhsimopoi soume katamètrhsh up�rqoun n(n − 1) epilogèc gia èna zeÔgoc jèsewn, apì tic
opoÐec up�rqoun 2(n−1) epilogèc me kamÐa �deia jèsh metaxÔ touc kai 2(n−2) epilogèc me 1 jèsh
metaxÔ touc.
H pijanìthta na èqoun stajmeÔsei se apìstash parap�nw apì miac jèshc metaxÔ touc eÐnai:

2(n− 1) + 2(n− 2)
n(n− 1)

=
4n− 6

n(n− 1)

'Askhsh 2.
(a) To pl joc twn pijan¸n qeri¸n pou mporeÐ na p�rei o pr¸toc paÐqthc eÐnai

(
52
13

)
. Mon�qa èna

apì aut� ta qèria apoteleÐtai apì 13 spaji�, opìte h zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai 1

(52
13)

(b) 'Eqoume 4 gegonìta: O 1oc paÐqthc mporeÐ na p�rei ta 13 spaji�, o 2oc na p�rei ta 13 spaji�,
o 3oc   o 4oc epÐshc. MporoÔme na prosjèsoume tic pijanìthtec tou kajenìc kai na èqoume thn
ap�nths  mac. K�je gegonìc èqei pijanìthta 1

(52
13)

, sunep¸c h ap�nths  mac eÐnai 4

(52
13)

.

(g) Jewr ste ta 2 parak�tw gegonìta:
i. A = O 1oc paÐqthc paÐrnei ta 13 spaji�.
ii. B = O 2oc paÐqthc paÐrnei to r ga koÔpa.
Ta gegonìta A kai B den eÐnai anex�rthta. An gnwrÐzoume to B, gnwrÐzoume ìti o 1oc paÐqthc èqei
to r ga koÔpa, epomènwc gnwrÐzoume ìti o 1oc paÐqthc den mporeÐ na èqei kai ta 13 spaji�. Me
�lla lìgia P (A|B) = 0 to opoÐo den eÐnai isodÔnamo me to P (A) = 1

(52
13)

. Ta gegonìta A kai B

eÐnai amoibaÐwc apokleiìmena. Genik�, ìtan dÔo gegonìta mh mhdenik c pijanìthtac eÐnai amoibaÐwc
apokleiìmena den mporoÔn na eÐnai anex�rthta.

(d) Jewr ste ta 2 parak�tw gegonìta:
i. A = 'Ola ta qarti� tou 1ou paÐqth an koun sthn Ðdia seir�.
ii. B = O 1oc paÐqthc paÐrnei to r ga koÔpa.
MporoÔme na deÐxoume ìti ta dÔo gegonìta eÐnai anex�rthta an P (B|A) = P (B). AfoÔ o 1oc
paÐqthc èqei ìla ta fÔlla thc Ðdiac seir�c h pijanìthta P(B | A) = 1/4, gnwrÐzontac ìti aut  h seir�
mporeÐ na eÐnai eÐte koÔpec eÐte mpastoÔnia eÐte spaji� eÐte karrì. K�je seir� eÐnai isopÐjanh me
pijanìthta 1/4, kai o 1oc paÐqthc ja l�bei to r ga koÔpa me pijanìthta 1/4. H pijanìthta P (B) =
1/4 afoÔ k�je paÐqthc mporeÐ na p�rei ton r ga koÔpa me Ðsh pijanìthta, epomènwc h pijanìthta
o 1oc paÐqthc na p�rei to r ga koÔpa eÐnai 1/4. Epomènwc P (B|A) = P (B) sumperaÐnontac ìti ta
gegonìta eÐnai anex�rthta. Aut� ta gegonìta den eÐnai amoibaÐwc apokleiìmena afoÔ h tom  touc
den eÐnai ken  - eÐnai to gegonìc ìti o 1oc paÐqthc paÐrnei tic koÔpec.

'Askhsh 3.
Up�rqoun n! trìpoi na moir�soume n kapèla se n diaforetikoÔc anjr¸pouc. AfoÔ n− 2 �njrwpoi
p ran ta dik� touc kapèla, up�rqoun 2 kapèla pou èqoun dwjeÐ se l�joc anjr¸pouc. O arijmìc twn
trìpwn gia dÔo anjr¸pouc na mhn èqoun p�rei to swstì kapèlo eÐnai

(
n
2

)
. Epomènwc h pijanìthta

eÐnai
(n
2)
n! .

'Askhsh 4.
AfoÔ ta 4 fÔlla orÐzontai apì thn KaterÐna, o NÐkoc mporeÐ na epilèxei 4 fÔlla apì ta 48 pou
èqoun apomeÐnei sthn tr�poula. O sunolikìc arijmìc twn for¸n twn qarti¸n pou paÐrnei o NÐkoc
kai perilamb�nei ta qarti� thc KaterÐnac eÐnai

(
4
4

)(
48
4

)
. O sunolikìc arijmìc ìpou o NÐkoc mporeÐ

na epilèxei opoiesd pote 8 k�rtec eÐnai
(
52
8

)
. 'Etsi h pijanìthta eÐnai

(4
4)(

48
4 )

(52
8 ) .
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'Askhsh 5.
(a) Dedomènou ìti èqei èrjei Kefal  akrib¸c mÐa for�, upojètoume ìti mporeÐ na  rje se opoiad -
pote rÐyh. Epomènwc h pijanìthta h pr¸th rÐyh na èfere Kefal  eÐnai 1

n .

(b) Dedomènou ìti èqei èrjei Kefal  akrib¸c 2 forèc, e�n h pr¸th rÐyh eÐqe fèrei Kefal ,
up�rqoun n− 1 jèseic (rÐyeic) ìpou mporeÐ na  rje Kefal . O sunolikìc arijmìc for¸n ¸ste na
èqoume 2 Kefalèc eÐnai

(
n
2

)
. Epomènwc h pijanìthta eÐnai n−1

(n
2)
.

(g) Dedomènou ìti èqei èrjei Kefal  akrib¸c 7 forèc, h pijanìthta 3 apì tic 4 pr¸tec rÐyeic na
èqoun fèrei Kefal  mporeÐ na diaqwristeÐ se 3 mèrh:
i. O arijmìc twn for¸n pou mporeÐ na èqoume 3 Kefalèc stic 4 pr¸tec rÐyeic eÐnai

(
4
3

)
ii. O arijmìc twn for¸n ¸ste na èqoume 4 Kefalèc stic n− 4 rÐyeic pou apèmeinan eÐnai

(
(n−4)

4

)
iii. O arijmìc twn for¸n ¸ste na èqoume 7 Kefalèc se n rÐyeic eÐnai

(
n
7

)
Epomènwc h pijanìthta eÐnai

(4
3)(

(n−4)
4 )

(n
7)

.

'Askhsh 6.
(a) Up�rqoun sunolik� (25)(24)(23)(22)(21) = 25!

20! trìpoi na epilèxoume 5 pètrec apì 25 pètrec,
afoÔ up�rqoun 25 trìpoi na epilèxoume thn 1h pètra, 24 trìpoi na epilèxoume thn 2h pètra k.o.k.
E�n jèloume na epilèxoume 5 pètrec ¸ste na eÐnai se diaforetik  seir�, o arijmìc twn trìpwn pou
mporoÔme na to k�noume eÐnai 25 qrhsimopoi¸ntac arq  katemètrhshc. AfoÔ h 2h pètra den mporeÐ
na brÐsketai sthn Ðdia seir�, o arijmìc twn trìpwn epilog c thc eÐnai 25-5 = 20. Me thn Ðdia logik 
o arijmìc twn trìpwn gia na epilèxoume thn 3h pètra eÐnai 20-5 = 15, epeid  den mporeÐ na brÐsketai
stic prohgoÔmenec dÔo seirèc. Gia na epilèxoume thn 4h pètra èqoume 10 trìpouc, kai gia thn 5h
èqoume 5 trìpouc. Epomènwc h pijanìthta na epilèxoume 5 pètrec kai na brÐskontai se diaforetik 

seir� h kajemÐa eÐnai (25)(20)(15)(10)(5)
25!
20!

.

Sq ma 2: BrÐskontai se diaforetik  seir�
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(b) Koit¸ntac ton 5×5 pÐnaka pou sqhmatÐzetai apì tic pètrec parathroÔme ìti up�rqoun 5 jèseic
¸ste na b�loume thn 1h pètra sthn 1h gramm . Mìlic topojet soume thn 1h pètra up�rqoun 4
jèseic gia na b�loume thn 2h pètra sthn 2h gramm , afoÔ h st lh pou qrhsimopoi jhke apì thn
1h pètra den mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ apì th 2h pètra. Epomènwc èqoun meÐnei 3 jèseic ¸ste na
topojet soume thn 3h pètra sthn 3h gramm . 2 gia thn 4h kai 1 gia thn 5h. Epomènwc o sunolikìc
arijmìc pijan¸n topojet sewn gia mia sugkekrimènh seir� eÐnai: (5)(4)(3)(2)(1). Epomènwc o
sunolikìc arijmìc twn trìpwn pou mporoÔme na epilèxoume 5 pètrec ¸ste na eÐnai se diaforetikèc
grammèc kai diaforetikèc st lec eÐnai (5!)(5!). O arijmìc twn trìpwn pou mporoÔme na epilèxoume
5 pètrec apì 25 pètrec eÐnai 25!

20! . Epomènwc h pijanìthta eÐnai 5!5!
25!
20!

.

Sq ma 3: Epilog  apì diaforetik  seir� kai st lh

Enallaktikìc trìpoc skèyhc gia to prìblhma eÐnai o akìloujoc. Uparqoun 25 jèseic ¸ste na
epilèxoume thn 1h pètra. An aporrÐyoume ìlec tic upìloipec jèseic thc gramm c kai thc st lhc
thc 1hc pètrac mènoun 16 pijanèc jèseic ¸ste na topojet soume thn 2h pètra. Mìlic thn topo-
jet soume apokleÐoume thn gramm  kai thn st lh stic opoÐec an kei. Apomènoun 9 jèseic gia thn
3h pètra, 4 jèseic gia thn 4h pètra kai 1 jèsh gia thn 5h pètra. O sunolikìc arijmìc twn trìpwn
epilog c gia tic 5 pètrec pou brÐskontai se diaforetikèc grammèc kai st lec eÐnai (25)(16)(9)(4)(1).

H pijanìthta eÐnai (25)(16)(9)(4)(1)
25!
20!

.


