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Θεωρία Πιθανοτήτων - Λύσεις Προόδου
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Θέµα 1 - 20 µονάδες:Βασικές ΄Εννοιες.

(α)

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)P (Ac)

καθώς :

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

= P (A) + P (B) − P (A)P (B) , αφού Α, Β είναι ανεξάρτητα

= P (A) + P (B)(1 − P (A))

= P (A) + P (B)P (Ac)

(ϐ)

P ((C ∩ D)c) ≤ P (Cc) + P (Dc)

καθώς :

P ((C ∩ D)c) = P (Cc ∪ Dc)

= P (Cc) + P (Dc) − P (Cc ∩ Dc)

≤ P (Cc) + P (Dc)

(γ)

pX(x) ≥ pX,Y (x, y)

καθώς

pX(x) ≥ pX(x) · pY |X(y|x) = pX,Y (x, y)

(δ)

pY (y) ≤ pZ(g(y))

καθώς

pZ(g(y)) =
∑

y′:g(y′)=g(y)

pY (y′) ≥ pY (y)

(ε)

E[X2] ≥ var(X)

καθώς

var(X) = E[X2] − (E[X])2 ≤ E[X2]

Θέµα 2 - 25 µονάδες:Παιχνίδι τύχης σε πολλά ανεξάρτητα στάδια.

(α) Προφανώς, χρειάζεται να κερδίσει τουλάχιστον δύο ϕορές για κάθε ϕορά (εβδοµάδα) που χάνει.

Συνεπώς σε µια διάρκεια 5 εβδοµάδων πρέπει να ϕέρει είτε 4 ϕόρες κεφαλή (W5 = 4) είτε 5 ϕορές

κεφαλή (W5 = 5), για να έχει στο τέλος στην κατοχή του περισσότερα από 1 ευρώ.

P ({4Κ σε 5 εβδοµάδες} ∪ {5Κ σε 5 εβδοµάδες}) =

(

5

4

)(

1

2

)4 1

2
+

(

5

5

)(

1

2

)5(1

2

)0

= 5 · 1

32
+

1

32

=
3

16
= 0.1875
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(ϐ)

E[Xi] =
1

2
· 2 +

1

2
· 1

4
=

9

8

Χρησιµοποιώντας την ανεξαρτησία των Xi, έχουµε ευκολα :

E[Wn] = E[X1X2 · · ·Xn] = E[X1] · · ·E[Xn] =

(

9

8

)n

.

Για n = 10 έχουµε E[W10] = 3, 25€ και για n = 100 έχουµε E[W100] ≈ 130.992€.

(γ)

E[X2
i ] =

1

2
· 22 +

1

2

(

1

4

)2

=
65

32

E[W 2
n ] = E[X2

1X2
2 · · ·X2

n] = E[X2
1 ] · · ·E[X2

n] =

(

65

32

)n

.

Εποµενως :

σWn
=

√

var(Wn)

=

√

E[W 2
n ] − (E[Wn])2

=

√

(

65

32

)n

−
(

9

8

)2n

=

√

(130n − 81n)

64n

≈
√

(

130

64

)n

για µεγάλα n

≈
(√

2
)n

Για n = 10 έχουµε σWn
= 32 και για n = 100 έχουµε σWn

= 1015. Παρατηρούµε ότι για µεγάλα

n, σWn
>> E[Wn].

Θέµα 3 - 30 µονάδες:∆οκιµές Bernoulli, δεσµευµένες και ολικές πιθανότητες

(α) Προφανώς η τ.µ. A είναι διωνυµική, δηλαδή A ∼ ∆(n, p). Εποµένως :

pA(a) =

(

n

a

)

pa(1 − p)n−a, a = 0, 1, 2, . . . , n.

Συνεπώς :

E[A] = np και var(A) = np(1 − p)

Εννοείται ότι και η B είναι διωνυµική τ.µ. µε B ∼ ∆(n, 1 − p) και

E[B] = n(1 − p) και var(B) = np(1 − p)

(ϐ) Ονοµάζουµε L = {το πρώτο αρχείο που σώζεται και καταλήγει µόνο του στο δίσκο}. Ορίζουµε

FA = {το πρώτο αρχείο σώζεται στον δίσκο Α} και FB = {το πρώτο αρχείο σώζεται στον δίσκο Β}.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας, προκύπτει ότι :

P (L) = P (L|FA) · P (FA) + P (L|FB) · P (FB)

= (1 − p)n−1 · p + pn−1(1 − p)

(γ) Ορίζουµε EA = {ο δίσκος Α περιέχει ένα αρχείο}, EB = {ο δίσκος Β περιέχει ένα αρχείο} και

E = {τουλάχιστον ένας από τους δύο δίσκους περιέχει ακριβώς ένα αρχείο}. Προφανώς, E = EA∪
EB και P (E) = P (EA) + P (EB) − P (EA ∩ EB).
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• Για n 6= 2 έχουµε P (EA ∩ EB) = 0. Συνεπώς

P (E) = P (EA) + P (EB) =

(

n

1

)

p(1 − p)n−1 +

(

n

1

)

(1 − p)pn−1

καθώς τόσο η A, όσο και η B είναι διωνθµικές τ.µ., δηλαδή: A ∼ ∆(n, p) και B ∼ ∆(n, 1−p).

• Για n = 2:

P (E) = (EA) + P (EB) − P (EA ∩ EB)

= 2p(1 − p) + 2(1 − p)p − 2p(1 − p)

= 2p(1 − p)

(δ) Προφανώς, E[D] = E[A]−E[B] = np−n(1−p) = n(2p−1). Για να υπολογίσουµε την διασπορά

του D δεν αρκεί να προσθέσουµε τις διασπορές των A και B, αφού αυτές δεν είναι ανεξάρτητες.

Μάλιστα, A + B = n → B = n − A. Συνεπώς :

var(D) = var(A − B) = var(A − n + A) = var(2A − n)

= 4var(A) = 4np(1 − p)

(ε) ΄Ονοµάζουµε C = {τα δύο πρώτα αρχεία σώζονται στο δίσκο Α} και

Xi =

{

1, το i-οστό αρχείο σώζεται στο δίσκο Α

0, αλλιώς

Προφανώς οι Xi, i = 1, 2, . . . , n είναι ανεξάρτητες Bernoulli. Συνεπώς :

E[A|C] = E[2 +

n
∑

i=3

Xi]

= 2 +
n
∑

i=3

E[Xi]

= 2 + (n − 2)p

var(A|C) = var

(

2 +

n
∑

i=3

Xi

)

= var

(

n
∑

i=3

Xi

)

=

n
∑

i=3

var(Xi)

= (n − 2)p(1 − p)

pA|C(a) = P (A = a|C)

=
P (A = a ∩ C)

P (C)

Αλλά P (C) = p2. Επίσης : P (A = a ∩ C) = 0 για a = 0, 1. Για a ≥ 2:

P (A = a ∩ C) = P (C ∩ {a − 2 αρχεία από τα τελευταία n − 2 σώζονται στο Α})
= P (C) · P ({a − 2 αρχεία από τα τελευταία n − 2 σώζονται στο Α})

= p2

(

n − 2

a − 2

)

pa−2 · (1 − p)n−a, a = 2, 3, . . . , n

΄Αρα :

pA|C(a) =

(

n − 2

a − 2

)

pa−2 · (1 − p)n−a, a = 2, 3, . . . , n
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Θέµα 4 - 25 µονάδες:Από κοινού συναρτήσεις πιθανότητας.

(α) Από την έκφρασης της από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των X και Y ειναι προφανές ότι οι

X και Y είναι ανεξάρτητες, καθώς :

pX,Y (x, y) = c1x
2 · c2

√
y = pX(x) · pY (y)

για τις κατάλληλες σταθερές c1 και c2. Συνεπώς : E[XY 3] = E[X] ·E[Y 3]. Αλλά η πιθανότητας της

X είναι pX(x) = c1 · x2 είναι συµµετρική γύρω από το 0, άρα E[XY 3] = 0 · E[Y 3] = 0.

(ϐ) (i) Ονοµάζουµε Li = {ο Χρήστος έπαιζε την εβδοµάδα i} και Wi = {ο Χρήστος κέρδισε την εβδοµάδα i}.

Συνεπώς ισχύουν ότι P (Li) = p και P (Wi|Li) = q. Τότε :

P (Li|W c
i ) =

P (W c
i |Li) · P (Li)

P (W c
i |Li) · P (Li) + P (W c

i |Lc
i) · P (Lc

i )

=
(1 − q) · p

(1 − q) · p + 1 · (1 − p)

=
p − pq

1 − pq

(ii) ∆εδοµένης της X, η Y είνια διωνυµική Y ∼ ∆(x, q). Συνεπώς :

pY |X(y|x) =

(

x

y

)

qy(1 − q)x−y, 0 ≤ y ≤ x

(iii)

pX,Y (x, y) = pY |X(y|x) · pX(x) =

(

x

y

)

qy(1 − q)x−y ·
(

n

x

)

px(1 − p)n−x, 0 ≤ y ≤ x ≤ n

καθώς X ∼ ∆(n, p).


