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¢óêçóç 1. Ï ×ñÞóôïò êáé ï ÁíäñÝáò óõíáãùíßæïíôáé óå Ýíáí áãþíá ôá÷ýôçôáò. Ïé ÷ñüíïé ôïõ
×ñÞóôïõ êáé ôïõ ÁíäñÝá ìïíôåëïðïéïýíôáé óýìöùíá ìå ôéò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (ô.ì.) X and Y ,
áíôßóôïé÷á, ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí ôéò óõíáñôÞóåéò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.):

fX(x) =
{

0.5 áí 1< x< 3,
0 áëëéþò,

fY (y) =
{

0.5 áí 2< y< 4,
0 áëëéþò.

(á) Õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá üôé ï ×ñÞóôïò êåñäßæåé ôïí áãþíá.
(â) Õðïëïãßóôå üôé ï ×ñÞóôïò êåñäßæåé áêñéâþò 7 óôïõò 10 áãþíåò. ÕðïèÝóôå üôé üëïé ïé áãþíåò
åßíáé ìåôáîý ôïõò áíåîÜñôçôïé.
(ã) Õðïëïãßóôå êáé äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ó.ð.ð. ôçò ô.ì. W , ðïõ ïñßæåôáé ùò ï ÷ñüíïò
ôïõ íéêçôÞ åíüò áãþíá. Ðñþôá õðïëïãßóôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò (á.ó.ê.) ôçò W .

¢óêçóç 2. Ïé ô.ì. X êáé Y Ý÷ïõí áðü êïéíïý ó.ð.ð.:

fX,Y (x, y) =
{

2 áí x > 0 êáé y > 0 êáé x + y ≤ 1,
0 áëëéþò,

ÏíïìÜæïõìå A ôï ãåãïíüò {Y ≤ 0.5} êáé B ôï ãåãïíüò {Y > X}.

(á) Õðïëïãßóôå ôçí äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (B|A).
(â) Õðïëïãßóôå ôçí fX|Y (x|0.5). Õðïëïãßóôå ôç äåóìåõìÝíç ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ ôçò ô.ì. X ,
äåäïìÝíïõ ôïõ Y = 0.5.
(ã) Õðïëïãßóôå ôçí fX|B(x).
(ä) Õðïëïãßóôå ôçí E[XY ].
(å) Õðïëïãßóôå ôç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. Z = Y

X .

¢óêçóç 3. Äýï óôáèìïß Á êáé Â óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå äýï ðáñÜëëçëá êáíÜëéá åðéêïéíùíßáò 1
êáé 2. ÓôÝëíïõìå óõã÷ñüíùò ìÝóù êáé ôùí äýï êáíáëéþí Ýíá ìÞíõìá áðü ôï óôáèìü Á óôï óôáèìü Â.
Ïé ô.ì. X êáé Y ìïíôåëïðïéïýí ôçí ÷ñïíéêÞ êáèõóôÝñçóç (óå þñåò) ðáñáëáâÞò ôïõ ìçíýìáôïò ìÝóù
ôùí êáíáëéþí 1 êáé 2, áíôßóôïé÷á. Ïé ô.ì. X êáé Y åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò êáé ïìïéüìïñöá
êáôáíåìçìÝíåò óôï äéÜóôçìá [0, 1]. ¸íá ìÞíõìá èåùñåßôáé üôé Ý÷åé ëçöèåß üôáí öôÜíåé óôï óôáèìü Â
ìÝóù ïðïéïõäÞðïôå áðü ôá äýï êáíÜëéá, åíþ èåùñåßôáé üôé Ý÷åé åðáëçèåõèåß üôáí öôÜíåé óôï óôáèìü
Â ìÝóù êáé ôùí äýï êáíáëéþí.
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(á) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ôï ìÞíõìá Ý÷åé ëçöèåß åíôüò 15 ëåðôþí ôçò þñáò ìåôÜ ôçí áðïóôïëÞ
ôïõ;
(â) Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé ôï ìÞíõìá Ý÷åé ëçöèåß áëëÜ ü÷é åðáëçèåõèåß åíôüò 15 ëåðôþí ôçò
þñáò ìåôÜ ôçí áðïóôïëÞ ôïõ;
(ã) ¸óôù ç ô.ì. T ç ïðïßá ìïíôåëïðïéåß ôï ÷ñüíï (óå þñåò) áðü ôçí áðïóôïëÞ ôïõ ìçíýìáôïò áðü
ôï óôáèìü Á ìÝ÷ñé ôçí åðáëÞèåõóÞ ôïõ óôï óôáèìü Â. Âñåßôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò
ôçò ô.ì. T êáé êáôüðéí ôç ó.ð.ð. ôçò T .
(ä) Áí ï õðÜëëçëïò ôïõ óôáèìïý Â öýãåé ãéá Ýíá 15ëåðôï äéÜëåéììá áìÝóùò ìåôÜ ôç ëÞøç ôïõ
ìçíýìáôïò, ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé èá âñßóêåôáé ðáñþí óôï ðüóôï ôïõ ãéá åðáëÞèåõóç;
(å) Ç äéåýèõíóç èÝëåé íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôçí ðéèáíüôçôá ï õðÜëëçëïò íá åßíáé ðáñþí êáé ãéá ôçí
ëÞøç áëëÜ êáé ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïõ ìçíýìáôïò. Åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ôïí áöÞóïõí íá êÜíåé ôï
äéÜëåéììÜ ôïõ üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôï (ä) Þ íá ôïí áöÞóïõí íá öýãåé óðßôé ôïõ 45 ëåðôÜ ìåôÜ ôçí
áðïóôïëÞ ôïõ ìçíýìáôïò;

¢óêçóç 4. Ç Ìáñßá ìðáßíåé óå Ýíá êáæßíï ìå ìßá ìïíÜäá êåöáëáßïõ óôçí ôóÝðç ôçò. ÊïéôÜæåé
ôï ñïëüé ôçò ãéá íá ðáñÜîåé Ýíá ôõ÷áßï áñéèìü ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíï ìåôáîý 0 êáé 1 (U ∼
Uniform[0, 1]), êáé êáôüðéí ðïíôÜñåé ôï ðïóü U óôï ñßîéìï åíüò äßêáéïõ êÝñìáôïò. ÅðïìÝíùò, ìåôÜ
ôç ñßøç ôïõ êÝñìáôïò ôï êåöÜëáéü ôçò, X , åßíáé:

X =
{

1 + U ìå ðéèáíüôçôá 0.5
1− U ìå ðéèáíüôçôá 0.5.

Âñåßôå ôçí á.ó.ê. êáé ôçí ó.ð.ð. ôçò ô.ì. X .

¢óêçóç 5. (ÊâÜíôéóç) ¸óôù X ∼ Exp(λ) ìßá åêèåôéêÞ ô.ì. ìå ðáñÜìåôñï λ. ¸óôù Y = bXc ôï
áêÝñáéï ìÝñïò ôçò X. ÄçëáäÞ, áí k ≤ X< k + 1 ôüôå Y = k ãéá k = 0, 1, 2, . . .

(á) Õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò Y .
(â) Ïñßóôå ôï óöÜëìá êâÜíôéóçò ùò Z = X−bXc. Õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
ôçò Z.

¢óêçóç 6. (Ï êáíüíáò ôïõ Bayes ãéá ìßá äéáêñéôÞ êáé ìßá óõíå÷Þ ô.ì.) Óáò äßäåôáé Ýíá êÝñìá
ãéá ôï ïðïßï äåí ãíùñßæåôå ôï P (ðéèáíüôçôá íá Ýñèåé êåöáëÞ). ÁëëÜ óáò äßäåôáé üôé ôï P åßíáé
ô.ì. ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç óôï äéÜóôçìá [0, 1], P ∼ U [0, 1]. Ãéá íá åêôéìÞóåôå êáëýôåñá ôçí
ðéèáíüôçôá êåöáëÞò ãéá ôï êÝñìá, åêôåëåßôå Ýíá ðåßñáìá, ñß÷íïíôáò ôï êÝñìá 10 öïñÝò. ¸óôù üôé
Yi, (i = 1, 2, . . . , 10), éóïýôáé ìå 1 áí ôï áðïôÝëåóìá ôçò i-óôÞò ñßøçò åßíáé êåöáëÞ êáé éóïýôáé ìå 0
áëëéþò. ¸óôù X ï áñéèìüò ôùí êåöáëþí ðïõ ðñïêýðôïõí óôéò 10 ñßøåéò. Ðñïöáíþò, X|{P = p} ∼
Bionomial(10, p).

(á) ÕðïèÝôïíôáò üôé X = 9, õðïëïãßóôå êáé äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò åê ôùí õóôÝñùí
óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôïõ P , fP |X(p|9). Ó÷ïëéÜóôå ôï áðïôÝëåóìá.
(â) ÕðïèÝôïíôáò êáé ðÜëé üôé X = 9, äåßîôå üôé

fP |Y1,Y2,...,Y10
(p|y1, y2, . . . , y10) = fP |X(p|9),

äçëáäÞ, ç äåóìåõìÝíç ó.ð.ð. ôïõ P äåäïìÝíùí ôùí Y1, Y2, . . . , Y10 åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï óõíïëéêü
ðëÞèïò ôùí êåöáëþí X .
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¢óêçóç 7. ¸óôù äýï ô.ì. X êáé Y ìå óõíôåëåóôÞ åôåñïóõó÷Ýôéóçò ρX,Y . Ðïéïò åßíáé ï óõíôåëåóôÞò
åôåñïóõó÷Ýôéóçò ôùí ô.ì. X êáé 2Y ;

¢óêçóç 8. ¸óôù X êáé Y ô.ì. ìå E[X] = 1, E[Y ] = 4, var(X) = 4, var(Y ) = 9, êáé óõíôåëåóôÞ
óõó÷Ýôéóçò ρX,Y = 0.1.

(á) Áí Z = 2(X + Y )(X − Y ), âñåßôå ôçí E[Z].
(â) Áí T = 2X + Y êáé U = 2X − Y , âñåßôå ôçí óõíäéáóðïñÜ ôùí ô.ì. T êáé U , cov(T,U).
(ã) Áí W = 3X + Y + 2, âñåßôå ôéò E[W ] êáé var(W ).

¢óêçóç 9. ¸óôù X1, X2, . . . ìßá áñéèìÞóéìá Üðåéñç áêïëïõèßá áíåîÜñôçôùí, üìïéá êáôáíåìçìÝíùí
ô.ì. ìå ìÝóç ôéìÞ µ êáé äéáóðïñÜ σ2. Ïñßæïõìå ôéò ô.ì. Yn = Xn + Xn+1 + Xn+2, ãéá n = 1, 2, . . ..
Ãéá êÜèå k ≥ 0, õðïëïãßóôå ôéò óõíäéáóðïñÝò cov(Yn, Yn+k).


