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΄Ασκηση 1.

(α) Εφόσον :
∫ ∞

−∞
fX(x)dx = 10a

΄Αρα η µόνη δυνατή τιµή για το a είναι 0.1.

(ϐ) Εφοσον η fX(.) είναι άρτια συνάρτηση, τότε E[X] = 0. Επιπλέον :

var(X) = E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2fX(x)dx = 2

∫ 10

0

10 − x

100
x2dx =

50

3

(γ) Οµοίως η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είναι :

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =















0 , x < −10
0.005(x + 10)2 , x ∈ [−10, 0],

1 − 0.005(x − 10)2 , x ∈ [0, 10],
1 , x > 10

΄Ασκηση 2.

(α) P (X = 2) = FX(2) − FX(2−) = 2/3 − 1/3 = 1/3
(ϐ) P (X < 2) = FX(2−) = 1/3
(γ) P ({X = 2}∪{0.5 ≤ X ≤ 1.5}) = P (X = 2)+FX (1.5)−FX (0.5) = 1/3+1/3+1/3(0.5)2 = 7/12

΄Ασκηση 3.

Η πιθανοτητα για οποιοδήποτε γεγονός να συµβεί ισούται µε το εµβαδόν κατώ από την σ.π.π..
Παρατηρήστε ότι X2 − 12X + 35 = (X − 5)(X − 7). Οπότε, X2 − 12x + 35 > 0 αν και µόνο αν

{X > 7} ∪ {X < 5}. Εφόσον X ∈ [2, 10]:

P (X2 − 12X + 35 > 0) = P ({X > 7} ∪ {X < 5} ∩ {2 ≤ X ≤ 10})

= P ({2 ≤ X < 5} ∪ {7 < X ≤ 10})

= P ({2 ≤ X < 5}) + P ({7 < X ≤ 10})

= 1/8 × 3 + 1/8 × 3 = 0.75

΄Ασκηση 4.

(α) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι να χρησιµοποιήσει ο Ανδρέας τον υπολογιστη πάνω από 15 λεπτά.

Εφόσον T ∼ Exp(1/60) λεπτά είναι ο χρόνος που περνάει ο Ανδρέας στον υπολογιστή, η Ϲητούµενη

πιθανότητα είναι :

P (T > 15) =

∫ ∞

15

1

60
e−t/60dt = e−1/4

(ϐ) Αν ο Χρήστος χάσει ακριβώς µια ϕορά να ελένξει τα emails του, τότε 15 ≤ T < 45. Αν χάσει

ακριβώς 2 ϕορές να ελένξει τα emails του, τότε 45 ≤ T < 75. Γενικά, αν δεν ελένξει τα emails του

n ϕορές τότε : 15 + 30(n − 1) ≤ T < 30n + 15. ΄Αρα :

P ({15 + 30(n − 1) ≤ T < 30n + 15}) =

∫ 30n+15

30n−15

1

6
e−t/60dt = e−n/2(e1/4 − e−1/4)
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Οπότε η Ϲητούµενη πιθανότητα να χάσει 3 emails είναι e−3/2(e1/4 − e−1/4).

΄Ασκηση 5.

΄Εστω X η τυχαία µεταβλητή που Ϲητάµε, δηλαδή ο αριθµός των χρόνων ϕυλάκισης ενός κατηγο-

ϱουµένου. Τότε fX(x) = 0.5f1(x) + 0.5f2(x), όπου:

f1(x)

{

1 , x ∈ [1, 2]
0 , αλλιώς

είναι η σ.π.π. για τις ποινές του πρώτου δικαστή και

f2(x)

{

1/3 , x ∈ [0, 3]
0 , αλλιώς

είναι η σ.π.π. για τις ποινές του δεύτερου δικαστή. Παρατηρήστε ότι η τιµές της fX(x) στα σηµεία

{0, 1, 2, 3} δεν έχουν σηµασία, αφού αλλάζοντας τιµή της σ.π.π. σε ένα πεπερασµένο πλήθος σηµείων

δεν επηρεάζεται η κατανοµή πιθανοτήτων. Οµοίως, η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της X είναι

γραµµική συνάρτηση:

FX(x) =























0 , x < 0
x/6 , x ∈ [0, 1]
1/6 + (2/3)(x − 1) , x ∈ [1, 2]
5/6 + (1/6)(x − 2) , x ∈ [2, 3]
1 , x > 3

Εφόσον το γράφηµα της fX(x) είναι συµµετρικό σε σχέση µε τον άξονα x = 3/2, τότε E[X] = 3/2.

Τέλος, εφόσον :

E[X2] =
1

6

∫ 1

0
x2dx +

3

2

∫ 2

1
x2dx +

1

6

∫ 3

2
x2dx =

8

3
,

τότε :

var(X) = E[X2] − E[X]2 =
5

12
.

΄Ασκηση 6.

E[Int(X)] =

∫ ∞

0
Int(x)e−xdx =

∞
∑

N=0

N

∫ 1

0
e−(x+N)dx

=

∞
∑

N=1

N(e−N − e−N−1) = (1 − e−1)

∞
∑

N=1

Ne−N

= (1 − e−1)
e−2 + (1 − e−1)e−1

(1 − e−1)2

=
e−1

1 − e−1

Η δεύτερη από το τέλος ισότητα προκύπτει ως εξής :

∞
∑

N=1

Ne−N =
∞
∑

N=1

Ne−Nx|x=0 =

[

d

dx

∞
∑

N=1

Ne−N

]

x=0

=

[

d

dx
e−x(1 − e−x)

]

x=0

=

[

−
e−x

1 − e−x
−

(

e−x

1 − e−x

)2
]

x=0
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΄Ασκηση 7.

Εφοσον κάθε Xi έχει καθορισµένη και ανεξάρτητη πιθανότητα για P (Xi > 7
2) για κάθε i, µπορούµε

να παρακολουθήσουµε την ακολουθία ως το γνωστό γεωµετρικό waiting–time πρόβληµα. Μένει να

ϐρούµε µονάχα την παράµετρο για την ‘επιτυχία’ της γεωµετρικής κατανοµής, η οποία ορίζεται ως :

P

(

Xi >
7

2

)

=

∫

x>7/2
fX(x)dx =

∫ 4

7

2

1

8
dx =

1

16

΄Αρα ο αναµενόµενος αριθµός δοκιµών είναι 16.

΄Ασκηση 8.

Εξ΄ ορισµού η µέση τιµή είναι :

E[X] =

∫ ∞

0
pxλe−λxdx +

∫ 0

−∞
(1 − p)xλeλxdx

= pλ

∫ ∞

0
xe−λxdx + (1 − p)λ

∫ 0

−∞
xeλxdx

= pλ

(

−
1

λ

)(

xe−λ|∞
0 −

∫ ∞

0
e−λxdx

)

+ (1 − p)λ
1

λ

(

xeλx|0−∞ −

∫ 0

−∞
eλxdx

)

= pλ

(

−
1

λ

)(

0 −
1

λ

)

+ (1 − p)λ

(

1

λ

) (

0 −
1

λ

)

=
1

λ
(2p − 1)

Εξ΄ ορισµού η διασπορά είναι :

var(X) =

∫ ∞

0
px2−λxdx +

∫ 0

−∞
(1 − p)x2λeλxdx − E[X]2 =

2

λ2
−

1

λ2
(2p − 12)

΄Ενας άλλος τρόπος για να υπολογίσουµε την µέση τιµή και την διασπορά: ΄Εστω A το γεγονός

έτσι ώστε x > 0. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας η µέση τιµή είναι :

E[X] = P (A)E[X|A] + P (Ac)E[X|Ac] = p

(

1

λ
+ (1 − p)

(

−
1

λ

))

=
1

λ
(2p − 1)

Για την διασπορά ϑα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο :

var(X) = E[X2] − E[X]2 = P (A)E[X2|A] + P (Ac)E[X2|Ac] − E[X]2

Η τιµή της E[X2|A] µπορεί να υπολογιστεί ως εξής :

var(X|A) = E[X2|A] − E[X|A]2

1

λ2
= E[X2|A] −

1

λ2

E[X2|A] =
2

λ2

Μπορούµε µε παρόµοιο τρόπο να υπολογίσουµε το E[X2|Ac]. Συνεπώς η διασπορά είναι :

var(X) = P (A)E[X2|A] + P (Ac)E[X2|Ac] − E[X]2

= p
2

λ2
+ (1 − p)

2

λ2
−

1

λ2
(2p − 1)2

=
2

λ2
−

1

λ2
(2p − 1)2


