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΄Ασκηση 1.

(α) Η τυχαία µεταβλητή W παίρνει τις τιµές {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Η σ.π.π. είναι :

pW (w) = P{W = w} = P{w :
7

∑

i=0

wi = w} =

(

8

w

)

1

28

εφόσον υπάρχούν
(8
w

)

8–διάστατα δυαδικά διανύσµατα που έχουν w 1 για w ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Παρατηρήστε ότι :

8
∑

w=0

pW (w) =

8
∑

w=0

(

8

w

)

1

28
=

1

28

8
∑

w=0

(

8

w

)

=
1

28
(1 + 1)8 = 1

όπως αναµένεται αφού η pW είναι σ.π.π..
(ϐ) ΄Εχουµε ότι :

X =

{

1, όταν το πλήθος των 1 στο w είναι άρτιος

0, αλλιώς

΄Ετσι :

pX(1) = P (X = 1)

= P{w :

7
∑

i=0

wi = 2k = `άρτιος΄}

= P{w :

7
∑

i=0

wi = 0} + P{w :

7
∑

i=0

wi = 2} + P{w :

7
∑

i=0

wi = 4} +

P{w :

7
∑

i=0

wi = 6} + P{w :

7
∑

i=0

wi = 8}

= pW (0) + pW (2) + pW (4) + pW (6) + pW (8)

=
1

28

((

8

0

)

+

(

8

2

)

+

(

8

4

)

+

(

8

6

)

+

(

8

8

))

=
1

2
.

Εφόσον pX(0) = 1 − pX(1) = 1 − 1
2 = 1

2 , δηλαδή:

pX(x) =

{

1/2, x = 1
1/2, x = 0

(γ) ΄Εχουµε:

Y =

{

1, αν wj = 1
0, αν wj = 0

άρα:

pY (1) = P{Y = 1} = P{w : wj = 1}.

Η παραπάνω πιθανότητα αναφέρεται στο γεγονός ότι οι υπόλοιπες επτά συνιστώσες wi, i 6= j µπο-

ϱούν να παρουν οποιαδήποτε από τις τιµές 0 ή 1. ΄Εχουµε:

Πλήθος αποτελεσµάτων έτσι ώστε {wj = 1 και wi = 0 ή 1, i 6= j} =

(

7

0

)

+

(

7

1

)

+ ... +

(

7

7

)
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=

7
∑

n=0

(

7

n

)

= (1 + 1)7 = 27

εφόσον µπορούν να υπάρχουν είτε 0, είτε 1, είτε 2, . . . είτε 7 wi συνιστώσες που µπορούν να πάρουν

την τιµή 1. Κάθε ένα από αυτα τα 27 αποτελέσµατα έχει πιθανότητα 1/28, έτσι :

pY (1) = P{Y = 1} = P{w : wj = 1} =
27

28
=

1

2
.

Πρέπει να ισχύει pY (0) + pY (1) = 1, άρα pY (1) = 1
2 και :

pY (y) =

{

1/2, αν y = 1
1/2, αν y = 0

(δ) ΄Εχουµε:

Z =

{

1, αν maxi(wj) = 1
0, αν maxi(wj) = 0

άρα

pZ(0) = P{Z = 0} = P{w : max
i

(wi) = 0} = P{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} =
1

28
.

Πρέπει να ισχύει pZ(0) + pZ(1) = 1, άρα pZ(1) = 255
256 , και

pZ(z) =

{

255/256, αν z = 1
1/256, αν z = 0

΄Ασκηση 2.

Οι πιθανές τιµές της τυχαίας µεταβλητής X είναι 0, 1 και 2. Κάθε ένα από τα 25 πιθανά ενδεχόµενα

(ακολουθίες από κεφαλές και γράµµατα µήκος 5) έχει πιθανότητα 2−5. Για να ϐρούµε την σ.π.π.
της X χρειαζόµαστε να υπολογίσουµε το πλήθος των ακολουθιών που έχουν 0, 1 και 2 πρότυπα

κεφαλής-γραµµάτων (HT patterns).

Για να ϐρούµε το πλήθος των ακολουθιών µε 2 πρότυπα κεφαλής-γραµµάτων (HT patterns),

ϑα ορίσουµε την ακολουθία κεφαλής-γραµµάτων ως το πρότυπο A. Συνεπώς ψάχνουµε όλες τις

δυνατές ακολουθίες µήκους 3 που αποτελούνται από δύο προτυπα A και ένα H ή T . Το πλήθος

των Ϲητούµενων ακολουθιών είναι 2 ×
(3
2

)

= 6.

Οι ακολουθίες χωρίς πρότυπα κεφαλής-γραµµάτων είναι οι εξής έξι :

HHHHH, THHHH, TTHHH, TTTHH, TTTTH, TTTTT,

δηλαδή οι ακολουθίες µε 0 έως 5 γράµµατα (T ) που ακολοθούνται απο κεφαλές (H ). Συνεπώς :

pX(0) = pX(2) = 6 × 2−5 =
3

16

pX(1) = 1 − pX(0) − pX(2) =
5

8
.

΄Ασκηση 3.

Η πιθανότητα να κερδίσει ο δεύτερος παίχτης το παιχνίδι κατα τον πρώτο γύρο (έστω p1) είναι η

πιθανότητα ο πρώτος παίχτης να µην ϕέρει 6 ΚΑΙ ο δεύτερος να ϕέρει 6. Εφόσον το Ϲάρι είναι

δίκαιο, έχουµε:

p1 =
5

6
×

1

6
.

Η πιθανότητα να κερδίσει ο δεύτερος παίχτης το παιχνίδι κατά τον δεύτερο γύρο (έστω p2) είναι η

πιθανότητα οι πρώτοι εφτά παίχτες να µην ϕέρουν 6 (δηλαδή οι παίχτες 1 έως 6 και ο πρώτος για

δεύτερη ϕορά) ΚΑΙ ο δεύτερος να ϕέρει 6:

p2 =

(

5

6

)6+1

×
1

6
.
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Επαναλαµβάνοντας το παραπάνω επιχείρηµα, µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα ο δεύτε-

ϱος παίχτης να κερδίσει το παιχνίδι κατά την n–ϱίψη του Ϲαριού ως :

pn =

(

5

6

)6(n−1)+1

×
1

6
.

Για να αποκτήσουµε την συνολική πιθανότητα ο δεύτερος παίχτης να κερδίσει το παιχνίδι αθροί-

Ϲουµε τις παραπανω πιθανότητες και έχουµε:

P (ο δευτερος παίχτης κερδίζει) =

∞
∑

n=1

pn

=
∞
∑

n=1

(5/6)6(n−1)+1(1/6)

= (5/6)(1/6)

∞
∑

n=1

(5/6)6(n−1)

= (5/6)(1/6)

∞
∑

n=0

(5/6)6n

Εφόσον |(5/6)6| < 1, τότε :

∞
∑

n=0

(

(5/6)6
)n

=
1

1 − (5/6)6
=

66

66 − 56
.

΄Αρα :

P (ο δευτερος παίχτης κερδίζει) = (5/6)(1/6)
66

66 − 56
= 0.21

΄Ασκηση 4.

Η πιθανότητα να συµβεί ένα µόνο λάθος για κάθε bit είναι p = 0.2, ανεξάρτητα αν το bit είναι 1 ή

0.Με ϐάση αυτή την παρατήρηση, έχουµε ότι η τυχαία µεταβλητή E είναι διωνυµική µε παραµέ-

τρους (n = 40, p = 0.2).
(α)

pE(e0) =

(

40

e0

)

0.2e0 × 0.840−e0

(ϐ)

P (τουλαχιστον 38 bits είναι σωστά) = P (E0 < 3)

= P (E0 = 2) + P (E0 = 1) + P (E0 = 0)

=

(

40

2

)

0.22 × 0.838 +

(

40

1

)

0.21 × 0.839 +

(

40

0

)

0.20 × 0.840

= 0.00794

(γ)

P (E0 > 0) = 1 − P (E0 = 0)

= 1 −

(

n

0

)

(1 − p)n−0

= 1 −

(

6 × 107

0

)

(1 − 5 × 10−8)6×107

= 0.95022

΄Ασκηση 5.

Αν µια τυχαία µεταβλητη X είναι Poisson µε παράµετρο λ, τότε έχει ϱυθµό:

P (X = i) =
λie−λ

i!
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΄Εχουµε ότι,

P (X = i)

P (X = i − 1)
=

λie−λ

i!

(i − 1)!

λi−1e−λ
= λ/i

και για 0 < i < λ, το κλάσµα είναι µεγαλύτερο της µονάδας, συνεπως η P (X = i) είναι µονοτονικά

αύξουσα. Αλλίως το κλάσµα είναι µικρότερο της µονάδας, οπότε και η P (X = i) είναι µονοτονικά

ϕθίνουσα.

΄Ασκηση 6.

(α)

>> N = 20;
>> p = 0.2;
>> X = sum(rand(20, 1) < 0.2);

(ϐ)

>> allX = zeros(100,1);
>> for i=1:100
>> allX(i) = sum(rand(20,1) < 0.2);
>> end
>> estPMF = zeros(21,1);
>> for value=0:20
>> estPMF(value+1)=sum(allX == value); %the +1 to avoid ind ex 0!
>> end
>> estPMF = estPMF/100; % normalization
>> allvalues = 0:20; % 21 x 1 vector;
>> stem(allvalues,estPMF);
>> hold on;
>> for value=0:20
>> PMF(value+1)=(factorial(N)/(factorial(value) *

factorial(N-value))) * (pˆvalue) * (1-p)ˆ(N-value);
>> end
>> stem(allvalues, PMF, ’r’)

Στο σχήµα 1 ϕαίνεται η εκτιµόµενη (µπλε) και η ϑεωρητική (κόκκινο) σ.π.π της τυχαίας µεταβλητής

X. Η X είναι διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους n = 20 και p = 0.2.

(γ) Για p = 1/2, η σ.π.π είναι συµµετρική. Τότε όταν np είναι ακέραιος, η συνάρτηση µεγιστοποιείται

στο σηµείο np. ΄Οταν p 6= 1/2, η παράσταση δεν είναι συµµετρική. Τότε όταν np είναι ακέραιος, η

συνάρτηση µεγιστοποιείται στο np, ενώ όταν το np δεν είναι ακέραιος τότε οι δύο µέγιστες τιµές της

συνάρτησης ϐρίσκονται αριστερά και δεξιά του np. Για τις γραφικές παραστάσεις ϐλέπε σχήµα 3.

(δ)

>> n=100; p=0.1;
>> for value=0:n
>> BinomialPMF(value+1)=(factorial(n)/(factorial(val ue) * factorial(n-value))) * (p
>> end
>> allvalues = 0:n;
>> clf;
>> stem(allvalues ,BinomialPMF);
>> hold on;
>> for value=0:n
>> PoissonPMF(value+1)=((10)ˆvalue) * exp(-10)/factorial(value);
>> end
>> stem(allvalues,PoissonPMF,’r’); % pretty good match!
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Σχήµα 1: Η σ.π.π της τυχαίας µεταβλητής X για το ερωτηµα (ϐ) της άσκησης 6.
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(n, p) = (19, 1/3)
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(n, p) = (21, 1/3)

Σχήµα 2: ΄Ασκηση 6 ερώτηµα (γ).
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Σχήµα 3: ΄Ασκηση 6 ερώτηµα (δ). Με µπλέ είναι η γραφική παράσταση της διωνυµικής για (n =
100, p = 0.1) και µε κόκκινο η γραφική παράσταση της Poisson µε παράµετρο λ = 10.


