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΄Ασκηση 1.

(α) Εφόσον τα Ϲάρια είναι δίκαια και τα πειράµατα εκτελούνται ανεξάρτητα, η πιθανότητα για οποιο-

δήποτε Ϲεύγος ϱίψεων είναι ίση µε 1/36, και

P (A) = 1/2, P (B) = 1/2, P (C) = 1/9

Εφόσον A ∩ B ∩ C = {(3, 6)}, τότε P (A ∩ B ∩ C) = 1/36 = P (A)P (B)P (C).
(ϐ) ΄Εχουµε ότι

A ∩ B = {Το πρώτο Ϲάρι ϕέρνει 2 ή 3}

Συνεπώς :

P (A ∩ B) = 2/6 = 1/3 6= 1/4 = P (A)P (B)

άρα τα A,B και C δεν είναι ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 2.

(α) Εφόσον το κέρµα είναι δίκαιο, τα γεγονότα H1 και H2 είναι ανεξάρτητα.

(ϐ) Γνωρίζουµε ότι :

P (H1|D) = 1/2, P (H2|D) = 1/2, P (H1 ∩ H2|D) = 0

άρα P (H1 ∩ H2|D) 6= P (H1|D)P (H2|D), συνεπώς τα γεγονότα H1, H2 δεν είναι υπο συνθήκη

ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 3.

(α) ∆εδοµένου την επιλογή του κέρµατος, τα γεγονότα H1 και H2 είναι ανεξάρτητα, εφόσον υποθέ-

τουµε ότι οι ϱίψεις είναι ανεξάρτητες. Οπότε :

P (H1 ∩ H2|B) = P (H1|B)P (H2|B) = 0.99 × 0.99.

(ϐ) Τα γεγονότα H1 και H2 δεν είναι ανεξάρτητα. ∆ιαισθητικά, αν µας έλεγαν ότι η πρώτη ϱίψη είχε

ως αποτέλεσµα κεφαλή, αυτό µας οδηγεί να υποψιαστούµε ότι το µπλέ κέρµα έχει επιλεγεί. Σε αυτήν

την περίπτωση αναµένουµε ότι και η δεύτερη ϱίψη ϑα έχει ως αποτέλεσµα κεφαλή. Μαθηµατικά,

χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα ολικής πιθανότητας :

P (H1) = P (B)P (H1|B) + P (Bc)P (H1|B
c) =

1

2
× 0.99 × 0.99 +

1

2
× 0.01 × 0.01 ≈

1

2

Οµοίως έχουµε P (H2) = 1/2. Παρατηρήστε ότι :

P (H1 ∩ H2) = P (B)P (H1 ∩ H2|B) + P (Bc)P (H1 ∩ H2|B
c)

=
1

2
× 0.99 × 0.99 +

1

2
× 0.01 × 0.01

≈
1

2

Εφόσον P (H1∩H2) 6= P (H1)P (H2), τότε τα γεγονότα H1 και H2 δεν είναι ανεξάρτητα, αν και ειναι

ανεξάρτητα δεδοµένου του B.
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΄Ασκηση 4.

(α) ∆εδοµένου ότι έχουµε ϕέρει ακριβώς µία κεφαλή, η κεφαλή µπορεί να έχει συµβεί σε οποιαδή-

ποτε από τις n ϱίψεις του κέρµατος. ΄Αρα η πιθανότητα να έρθει κεφαλή στην πρώτη ϱίψη είναι ίση

µε 1

n
.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι έχουµε ϕέρει ακριβώς δύο κεφαλές, αν η πρώτη ϱίψη ϕέρει κεφαλή, τότε υ-

παρχουν n − 1 ϑέσεις όπου η δεύτερη κεφαλή µπορεί συµβεί. Ο συνολικός αριθµός όλων των

δυνατών συνδιασµών όπου δύο κεφαλές µπορούν να έρθουν σε n ϱίψεις είναι
(

n

2

)

. ΄Αρα η Ϲητούµενη

πιθανότητα είναι :
n − 1
(

n

2

) .

(γ) ∆εδοµένου ότι έχουµε ϕέρει 7 κεφαλές, η πιθανότητα ότι οι 3 από τις πρώτες 4 ϱίψεις να έφεραν

κεφαλή αποτελείται από τρία µέρη:

• Το συνολικός αριθµός να έρθουν 3 κεφαλές στις πρώτες 4 ϱίψεις είναι
(

4

3

)

.

• Το συνολικός αριθµός να έρθουν 4 κεφαλές στις υπόλοιπες n − 4 ϱίψεις είναι
(

n−4

4

)

.

• Το συνολικός αριθµός να έρθουν 7 κεφαλές σε n ϱίψεις είναι
(

n

7

)

.

΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :
(

4

3

)(

n−4

4

)

(

n

7

)

΄Ασκηση 5.

Την άνοιξη και το ϕθινόπωρο , κάθε µέρα έχει τρεις πιθανές καταστάσεις για τον καιρό, συνεπώς για

κάθε µια από αυτές τις εποχές το συνολικό πλήθος των καταστάσεων είναι 390. Οµοίως , υπάρχουν

490 καταστάσεις για τον χειµώνα και 290 καταστάσεις για το καλοκαίρι. Ο συνολικός πλήθος όλων

των δυνατών ακολουθιών δελτιών καιρού για 360 µέρες είναι :

390 × 390 × 490 × 290 ≈ 10167.

΄Ασκηση 6.

Υπάρχουν n! τρόποι για να κατανέµεις n καπέλα σε n διαφορετικούς ανθρώπους. Εφόσον οι n − 2
άνθρωποι επέλεξαν σωστά το δικό τους καπέλο, υπαρχουν µόνο δυο καπέλα που µπορούµε να

κατανείµουµε ελεύθερα. ΄Οµως επειδή µονο n−2 άνθρωποι επέλεξαν τα καπέλα τους σωστά, τα δυο

τελευταία καπέλα πρέπει να τοποθετήθηκαν λάθανσµένα. Το συνολικό πλήθος για δύο ανθρώπους

να πάρουν το λάθος καπέλο είναι
(

n

2

)

. Συνεπώς η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

(

n

2

)

n!
.

΄Ασκηση 7.

(α) Υπάρχουν συνολικά 25× 24× 23× 22× 21 = 25!/20! τρόποι για να επιλέξεις 5 µπάλες από ένα

σύνολο 25. Αυτό προκύπτει αν σκεφτούµε ότι αρχικά υπάρχουν 25 µπάλες να επιλέξουµε για την

πρώτη µπάλα, 24 επιλογές για την δεύτερη κοκ. Αν τώρα ϑέλουµε να επιλέξουµε 5 µπάλες, αλλά

να ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές, το πλήθος των επιλογών µας αλλάζει. Για την πρώτη µπάλα

έχουµε 25 επιλογές, για την δεύτερη µπάλα δεν µπορούµε να επιλέξουµε µπάλες που ϐρίσκονται

στην ίδια σειρά µε την πρώτη µπάλα, άρα έχουµε 25−5 = 20 επιλογές. Οµοίως για την τρίτη µπάλα,

έχουµε 20−5 = 15 επιλογές, εφόσον δεν µπορεί να είναι από την ίδια σειρά που πήραµε την πρώτη

ή την δεύτερη µπάλα. Με παρόµοιο τρόπο προκύπτουν και τα πλήθη των δυνατών επιλογών και

για τις υπόλοπες µπάλες. Συνεπώς η Ϲητούµενη πιθανότητα να επιλέξουµε 5 µπάλες οι οποίες

ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές είναι :

25 × 20 × 15 × 10 × 5
25!

20!

.
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Σχήµα 1: Σχηµατική αναπαράσταση για το ερώτηµα α της άσκησης 7.

(ϐ) Κοιτάζωντας το 5x5 πλέγµα, υπάρχουν πέντε ϑέσεις για να επιλέξουµε την πρώτη µπάλα από την

πρώτη σειρά. Για την δεύτερη µπάλα υπάρχουν τέσσερις ϑέσεις στην δεύτερη σειρά από τις οποίες

µπορούµε να την επιλέξουµε. Οµοίως για την τρίτη µπάλα, υπάρχουν τρεις πιθανές ϑέσεις στην

τρίτη σειρά και δύο ϑέσεις από την τέταρτη σειρά για την τέταρτη µπάλα. Τέλος, για την πέµπτη

µπαλα υπάρχει µονάχα µια ϑέσει στην πέµπτη σειρά που µπορούµε να την επιλέξουµε. ΄Αρα ο

συνολικός αριθµός ϑέσεων που µπορούµε να επιλέξουµε είναι : 5×4×3×2×1 = 5!. Παρατηρήστε

ότι υπάρχουν 5! τρόποι για να ταξινοµήσουµε τις πέντε σειρές.΄Αρα ο συνολικός αριθµός που µπο-

ϱούµε να επιλέξουµε πέντε µπάλες έτσι ώστε να ϐρίσκονται σε διαφορετικές σειρές και διαφορετικές

στήλες είναι :5!5!. Ο συνολικός αριθµός επιλογών πέντε µπάλες από 25 είναι 25!

20!
, άρα η Ϲητούµενη

πιθανότητα είναι :
5!5!
25!

20!

.

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος για να σκεφτούµε το ίδιο πρόβληµα είναι ο ακόλουθος :

Για την πρώτη µπάλα έχουµε 25 πιθανές ϑέσεις από όπου µπορούµε να την επιλέξουµε. Εµποδί-

Ϲοντας την σειρά και την στήλη από την οποία την επιλέξαµε, µας αποµένουν 16 ϑέσεις επιλογής

για την δεύτερη µπάλα. Οµοίως εµποδίζοντας την σειρά και την στήλη που επιλέξαµε την δεύτερη

µπάλα µας µένουν 9 ϑέσεις επιλογής για την τρίτη µπάλα, για την τέταρτη 4 ϑέσεις, ενώ για την

τελευταία 1 ϑέση. ΄Αρα το συνολικό πλήθος που µπορούµε να επιλέξουµε τις 5 µπάλες από δια-

ϕορεικές σειρές και διαφορετικές στήλες είναι 25 × 16 × 9 × 4 × 1. ΄Αρα η Ϲητούµενη πιθανότητα

είναι :
25 × 16 × 9 × 4 × 1

25!

20!

.
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Σχήµα 2: Σχηµατική αναπαράσταση για το ερώτηµα ϐ της άσκησης 7.


