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Λύσεις

Θέµα 1

Οι εκ των προτέρων πιθανότητες για τις ασθένεις δίδονται από την εκφώνηση P (di) = 1
3 , i = 1, 2, 3.

΄Εστω T το γεγονός ότι το τέστ είναι ϑετικό. Οι δεσµευµένες πιθανότητες του T δεδοµένης της

ασθένειας di είναι :

P (T |d1) = 0.8, P (T |d2) = 0.6, P (T |d3) = 0.4

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Bayes ϐρίσκουµε τις Ϲητούµενες εκ των υστέρων πιθανότητες :

P (di|T ) =
P (T |di) · P (di)

∑3
k=1 P (T |dk) · P (dk)

Συνεπώς :

P (d1|T ) =
4

9

P (d2|T ) =
1

3

P (d3|T ) =
2

9

Θέµα 2.

(α) Η περιοχή όπου η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι c ϕαίνεται στο

Σχήµα (1). Πρόκειται για ένα τρίγωνο µε ϐάση 2 και ύψος 1. Για την σταθερά c πρέπει,

∫ +∞

−∞

∫

fxy(x, y)dxdy = 1,

ή

c ·
1

2
· 1 · 2 = 1,

ή

c = 1,

όπου το γινόµενο 1
2 · 1 · 2 είναι το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου τριγώνου.
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Σχήµα 1: 2(a,i)
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Σχήµα 2: 2(a,ii)

Γενικά ισχύει ότι fX(x) =
∫ +∞
−∞ fXY (x, y)dy. Από το Σχήµα (1) ϕαίνεται ότι,

• Για −1 ≤ x ≤ 0, fX(x) =
∫ 1+x
0 cdy = 1 + x

• Για 0 ≤ x ≤ 1, fX(x) =
∫ 1−x
0 cdy = 1 − x.

΄Αρα,

fX(x) =







1 + x ,−1 ≤ x ≤ 0
1 − x , 0 ≤ x ≤ 1
0 , αλλού.

Οµοίως για 0 ≤ y ≤ 1, fY (y) =
∫ +∞
−∞ fXY (x, y)dy =

∫ 1−y
y−1 cdx = 2(1 − y). ∆ηλαδή,

fY (y) =

{

2(1 − y) , 0 ≤ y ≤ 1
0 , αλλού.

Προφανώς, Σχήµα (2), fXY (x, y) 6= fX(x)fY (y) και οι τυχαίες µεταβλητές XY δεν είναι

ανεξάρτητες.

(ϐ) Απαντάται πολύ εύκολα παρατηρώντας τη γραφική παράσταση του Σχήµατος (3). Το

ολοκλήρωµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας στο γραµµοσκιασµένο τρίγωνο µε

ϐάση (0, 1) και ύψος 1
3 στο σηµείο (23 , 1

3 ) ισούται µε την πιθανότητα P (X ≥ 2Y ). ΄Αρα,

P (X ≥ 2Y ) = 1
2 · 1

3 · 1 = 1
6 .

(γ) Οµοίως από το Σχήµα (4) έχουµε ότι,

P (X + Y ) ≥
1

2
) = c · E1 = c · (E − E2) = 1 · (1 −

1

2
·
3

2
·
3

4
) =

7

16
.
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Σχήµα 3: 2(ϐ)
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Σχήµα 4: 2(γ)



Λύσεις Τελικής Εξέτασης - Θεωρία Πιθανοτήτων 4

(δ)

fX

Y

(
x

y
) =

fXY (x, y)

fY (y)
=

1

2(1 − y)
, |x| ≤ 1 − y, 0 < y < 1,

f Y

X

(
y

x
) =

fXY (x, y)

fX(x)
=

1

1 − |x|
, 0 < y < 1 − |x|, |x| ≤ 1.

Θέµα 3

(α) Σωστό : ∆εδοµένης µιας τιµής x της τυχαίας µεταβλητής X (δηλαδή δεδοµένου του γεγονότος

X = x), η τυχαία µεταβλητή Z = x + Y είναι κανονική µε µέση τιµή x και διασπορά 1.

fZ|X(z|x) = N(x, 1)

(ϐ) Λάθος : var(Z) = var(X) + var(Y ), αφού οι X και Y είναι ανεξάρτητες. Αλλά var(X) = 1

και var(Y ) = (1−0)2

12 = 1
12 , εποµένως : var(Z) = 1 + 1

12 6= 2.

(γ) Λάθος : Η Q είναι οµοιόµορφη κατανεµηµένη στο διάστηµα [0, 1], συνεπώς η δεσµευµένη µέση

τιµή της δεν µπορεί να είναι αρνητική.

(δ) Σωστό : ΄Εχουµε cov(X,Z) = E[XZ] − E[X]E[Z]. Αλλά Z = X + Y . Τότε :

cov(X,Z) = E[X(X + Y )] − E[X]E[X + Y ]

= E[X2] + E[XY ] − (E[X])2 − E[X]E[Y ]

= E[X2] − (E[X])2 + E[XY ] − E[X]E[Y ]

= var(X) + cov(X,Y )

= var(X)

αφού cov(X,Y ) = 0, καθώς X και Y είναι ανεξάρτητες.

(ε) Σωστό : Αφού Z = X + Y :

E[Z|Z] = E[X + Y |Z]

E[Z|Z] = E[X|Z] + E[Y |Z]

Z = E[X|Z] + E[Y |Z]

Θέµα 4

(α) Από το σχήµα είναι προφανές ότι η τυχαία µεταβλητή Y παίρνει τιµές στο διάστηµα [−a, a].
Συνεπώς P (Y < −a) = 0. Επίσης {Y <= −a} ≡ {Y = −a} = {X <= −1}. Εποµένως :

P (Y <= −a) = P (X <= −1) =

∫ −1

−∞

1

2
exdx =

1

2
e−1

(ϐ) Η γραφική παράσταση για την τυχαία µεταβλητή X µε Laplacian συνάρτηση πυκνότητα

πιθανότητας, όπως δίνεται από την εκφώνηση ϕαίνεται στο σχήµα 5.

• Για y < −a έχουµε FY (y) = 0

• Για y >= a έχουµε FY (y) = 1

• Για −a <= y < 0, x = y
a έχουµε:

FY (y) = P (Y <= y) = P (X <= y/a) =

∫ y/a

−∞

1

2
exdx =

1

2
ey/a
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Σχήµα 5: Η γραφική παράσταση για την τυχαία µεταβλητή X µε Laplacian συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας, όπως δίνεται από την εκφώνηση, για το ϑέµα 4.

• Για 0 <= y < a έχουµε:

FY (y) = P (Y <= y) = P (X <= y/a) =

∫ y/a

−∞

1

2
exdx

=

∫ 0

−∞

1

2
exdx +

∫ y/a

0

1

2
e−xdx

=
1

2
−

[

1

2
e−x

]y/a

0

=
1

2
−

1

2
e−y/a +

1

2

= 1 −
1

2
e−y/a

Εποµένως :

EY (y) =















0 , y < −1
1
2ey/a , −a <= y < 0

1 − 1
2e−y/a , 0 <= y < a
1 , y >= a

Η γραφική παράσταση της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής για την τυχαία µεταβλητή Y
ϕαίνεται στο σχήµα 6. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την τυχαία µεταβλήτη Y
είναι :

fY (y) =







1
2ae−|y|/a , |y| < a
1
2eδ(y + a) , y = −a
1
2eδ(y − a) , y = a

και η γραφική παράσταση της ϕαίνεται στο σχήµα 7. ΄Αρα η Y είναι µικτή τυχαία µεταβλητή.
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Σχήµα 6: Η γραφική παράσταση της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής για την τυχαία µεταβλητή

Y για το ϑέµα 4.
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Σχήµα 7: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας για την τυχαία µεταβλητή

Y για το ϑέµα 4.


