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'Askhsh 1.

O tÔpoc gia touc anasunduasmoÔc n antikeimènwn ek twn opoÐwn up�rqoun k1 antikeÐmena tÔpou
1, k2 antikeÐmena tÔpou 2, . . . , km antikeÐmena tÔpou m eÐnai:

n!
k1! · k2! · k3! · · · km!

.

Me b�sh autìn ton tÔpo h lÔsh tou probl matoc eÐnai apl :

(a) me thn lèxh children mporoÔme na k�noume 8! anagrammatismoÔc.

(b) me thn lèxh bookkeeper mporoÔme na k�noume 10!
3!·2!·2! anagrammatismoÔc

.

'Askhsh 2.

Thn �noixh kai to fjinìpwro, k�je mèra èqei treic dunatèc katast�seic gia ton kairì, opìte gia
k�je mia apì autèc tic epoqèc o sunolikì pl joc dunat¸n sundiasm¸n eÐnai 390. OmoÐwc up�rqoun
490 dunatoÐ sunduasmoÐ gia to qeim¸na kai 290 gia to kalokaÐri. 'Ara o sunolikìc arijmìc ìlwn
twn dunat¸n akolouji¸n hmerhsÐwn deltÐwn kairoÔ gia èna ètoc eÐnai:

390 · 390 · 490 · 290· ≈ 10167

'Askhsh 3.

'Estw A to gegonìc ìti to deÐgma perièqei toul�qiston èna elattwmatikì antikeÐmeno.

(a) 'Otan to deÐgma sqhmatÐzetai me epanatopojèthsh twn antikeimènwn, tìte h pijanìthta to
deÐgma na mhn èqei kanèna elattwmatikì antikeÐmeno eÐnai:

P (Ac) =
(

N −K

N

)M

.

Opìte h zhtoÔmenh pijanìthta, ìti to deÐgma perièqei toul�qiston èna elattwmatikì
antikeÐmeno eÐnai:

P (A) = 1−
(

N −K

N

)M

.

(b) Se aut  thn perÐptwsh, to deÐgma sullègete qwrÐc epanatopojèthsh twn antikeimènwn. An
M > N −K tìte k�je deÐgma megèjouc M perièqei toul�qiston èna elattwmatikì trìpo,
opìte

P (A) = 1.

Alli¸c, M ≤ N −K, kai up�rqoun
(

N
M

)
isodÔnamoi trìpoi na epilèxeic èna deÐgma apì M

antikeÐmena apì èna koutÐ N antikeimènwn. EpÐshc up�rqoun
(
N−K

M

)
isodÔnamoi trìpoi na

epilèxeic èna deÐgma M antikeimènwn apì èna koutÐ N −K antikeimènwn pou den eÐnai
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elattwmatik�. Opìte h pijanìthta to deÐgma na mhn èqei kanèna elattwmatikì antikeÐmeno
eÐnai:

P (Ac) =

(
N−K

M

)
(

N
M

)

kai h zhtoÔmenh pijanìthta:

P (A) = 1−
(
N−K

M

)
(

N
M

) .

'Askhsh 4.

(a) To pl joc twn pijan¸n qeri¸n pou mporeÐ na p�rei o pr¸toc paÐqthc eÐnai
(
52
13

)
. Mon�qa èna

apì aut� ta qèria apoteleÐtai apì 13 spajÐa mìno, opìte h zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai :

1(
52
13

)

(b) Ta tèssera gegonìta, o paÐqthc 1 na p�rei 13 spaji�, o paÐqthc 2 na p�rei 13 spaji�, o
paÐqthc 3 na p�rei 13 spaji�, kai o paÐqthc 4 na p�rei 13 spaji�, eÐnai xèna metaxÔ touc.
Opìte mporoÔme na prosjèsoume tic epimèrouc pijanìthtec gia na p�roume thn zhtoÔmenh
pijanìthta. K�je epimèrouc gegonìc èqei pijanìthta 1

(52
13)

, opìte h zhtoÔmenh pijanìthta
eÐnai:

4(
52
13

)

(g) 'Estw A to gegonìc ìti o paÐqthc 1 èqei 13 spaji� kai B to gegonìc ìti o paÐqthc 1 èqei ton
R ga koÔpa. An gnwrÐzoume ìti to gegonìc B isqÔei, tìte xèroume ìti den mporeÐ na èqei
kai ta 13 spaji�. Me �lla lìgia P (A|B) = 0. 'Omwc gnwrÐzoume ìti P (A) = 1

(52
13)

, opìte ta
A kaiB den eÐnai anex�rthta. Epiplèon ta gegonìta A kaiB eÐnai xèna metaxÔ touc. kai
genik� gnwrÐzoume ìti ìtan duo gegonìta me mh mhdenik  pijanìthta eÐnai xèna metaxÔ touc,
tìte den mporeÐ na eÐnai anex�rthta.

(d) 'Estw A to gegonìc ìti ta fÔlla tou pr¸tou paÐqth èqoun ìla to Ðdio sq ma kai B to
gegonìc ìti o paÐqthc 1 paÐrnei ton R ga koÔpa. Ja deÐxoume ìti ta dÔo gegonìta eÐnai
anex�rthta deÐqnwntac ìti P (B|A) = P (B) . GnwrÐzoume ìti P (B|A) = 1/4, afoÔ
dedomènou ìti ta fÔlla tou paÐqth 1 èqoun ìla to Ðdio sq ma, gnwrÐzoume ìti to sq ma
mporeÐ na eÐnai èna apì ta tèssera, eÐte koÔpec, eÐte karì, eÐte spaji�, eÐte mpastoÔnia.
K�je sq ma eÐnai isopÐjano me k�je �llo me pijanìthta 1/4. ParathroÔme epiplèon ìti
P (B) = 1/4, afoÔ k�je ènac apì touc 4 paÐqtec mporeÐ na p�rei ton R ga koÔpa me Ðsh
pijanìthta, �ra h pijanìthta o paÐqthc 1 na p�rei ton R ga koÔpa eÐnai 1/4. Opìte efìson
P (B|A) = P (B), tìte ta gegonìta eÐnai anex�rthta. Epiplèon parathr ste ìti ta duo aut�
gegonìta den eÐnai xèna metaxÔ touc, kaj¸c h tom  touc den eÐnai ken  - kai aut  eÐnai to
gegonìc o paÐqthc 1 na p�rei ìlec tic koÔpec.

'Askhsh 5.

'Estw A to gegonìc ìti epilèxame 20 kal� autokÐnhta apì to sÔnolo twn 100, me K to pl joc
twn elattwmatik¸n autokin twn me K ∈ {0, 1, . . . , 9}. H zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai P (K = 0|A).
Qrhsimopoi¸ntac ton kanìna tou Bayes èqoume:

P (K = 0|A) =
P (A|K = 0)P (K = 0)∑9
i=0 P (A|K = i)P (K = i)

.

P (A|K = i) eÐnai h pijanìthta ìti 20 kal� autokÐnhta na epilèqjhkan dedomènou ìti up�rqoun i
elattwmatik� eÐnai:

P (A|K = i) =

(
i
0

)(
100−i

20

)
(
100
20

) =
(100− i)!80!
(80− i)!100!
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Efìson P (K = i) = 0.1 gia k�je tim  tou i kai P (A|K = 0) = 1 èqoume ìti:

P (K = 0|A) =
1∑9

i=0 P (A|K = i)

'Askhsh 6.

(a) Gia na upologÐsoume thn pijanìthta P2,1 arkeÐ na koit�xoume ta pijan� apotelèsmata:

AAB YES
ABA NO
BAA NO

Opìte P2,1 = 1
3 . Gia P3,1 èqoume:

AAAB YES
AABA YES
ABAA NO
BAAA NO

Opìte P3,1 = 2
4 = 1

2 . Gia to P3,2 mporoÔme na gr�youme ènan parìmoio pÐnaka, ìpwc
prohgoumènwc, mporoÔme ìmwc na skeftoÔme kai me ìrouc akolouji¸n. Ac skeftoÔme ìti
up�rqei ènac s�koc me 5 f fouc, 3 y fouc A kai 2 y fouc B apì to opoÐo trab�me y fouc.
Gia na prohgeÐtai suneq¸c o A apì ton B, oi dÔo pr¸toi y foi prèpei na eÐnai tou A. An kai
h trÐth y foc eÐnai epÐshc A, tìte o A sÐgoura ja prohgeÐtai tou B. An h trÐth y foc eÐnai
tou B, tìte h tètarth ja prèpei na eÐnai tou A. Opìte èqoume:

P3,2 =
3
5
· 2
4

(
1
3

+
2
3
· 1
2

)
=

1
5
.

'H k�poioc ja mporoÔse polÔ èxupna na parathr sei ìti up�rqoun mon�qa duo pijanèc
akoloujÐec, en¸ to sÔnolo twn diakrit¸n akolouji¸n eÐnai 5!

3!2! = 10, �ra P3,2 = 2
10 = 1

5 .

Gia thn P4,1, afoÔ up�rqei mon�qa mia y foc gia ton B, efìson èrjei met� thn deÔterh
jèsh, o A egguhmèna p�nta ja prohgeÐtai tou B. Opìte, apì tic 5 pijanèc jèseic pou mporeÐ
na p�rei h y foc tou B sthn akoloujÐa, 3 apì autèc eÐnai ent�xei. �ra P4,1 = 3

5 .

Gia thn P4,2, oi pr¸tec dÔo y foi prèpei na eÐnai tou A. Met� apì autì, h trÐth y foc tou
A prèpei na èrjei prÐn thn deÔterh y fo tou B. Opìte eÐte h trÐth y foc eÐnai tou A   h
trÐth y foc eÐnai tou B kai h tètarth tou A, �ra:

P4,2 =
4
6
· 3
5

(
2
4

+
2
4
· 2
3

)
=

1
3
.

Gia thn P4,3 oi akoloujÐec gia tic opoÐec o A prohgeÐtai tou B eÐnai oi ex c pènte:
AAAABBB, AAABABB, AAAABBAB, AABAABB, AABABAB, �ra:

P4,3 =
5
7!

4!3!

=
1
7
.

(b) Pn,1 shmaÐnei ìti o B paÐrnei mon�qa mia y fo. An aut  h y foc èrjei met� thn deÔterh y fo
tou A, tìte p�nta o A ja prohgeÐtai tou B sthn katamètrhsh. Opìte apì tic n + 1 pijanèc
jèseic pou mporeÐ na parei o B sthn (n + 1)�akoloujÐa, o B mporeÐ ìlec tic jèseic, ektìc
tic duo pr¸tec, �ra:

Pn,1 =
n− 1
n + 1

.

OmoÐwc, gia Pn,2 o B paÐrnei dÔo y fouc kai �ra apì tic n + 2 jèseic sthn
(n + 2)�akoloujÐa, o B mporeÐ na katal�bei dÔo jèseic. Wstìso, gia na prohgeÐtai o A tou
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B, ta dÔo pr¸ta stoiqeÐa prèpei na ta katal�bei o A, af nontac ston B n jèseic na
dialèxei. Akìma, o B den mporeÐ na epilèxei kai thn trÐth kai thn tètarth jèsh. Lamb�nontac
ìla aut� upìyin mac, to sunolikì pl joc tou mporeÐ na diataqjoÔn duo oi y foi tou B, ètsi
¸ste o A na prohgeÐtai tou B sthn katamètrhsh eÐnai:

(
n

2

)
− 1.

To sunolikì pl joc pou mporeÐ genik� to B na diataqjeÐ se mia (n + 2)�akoloujÐa eÐnai:
(

n + 2
2

)
.

Opìte,

Pn,2 =

(
n
2

)− 1(
n+2

2

) =
n(n−1)

2 − 1
(n+2)(n+1)

2

=
n2 − n− 2

(n + 2)(n + 1)
=

n− 2
n + 2

.

(g) 'Estw S to gegonìc ìti o A prohgeÐtai tou B kat� thn katamètrhsh n + m y fouc.

Pn,m = P (teleutaÐa y foc eÐnai tou A)P (S|teleutaÐa y foc eÐnai tou A)
+P (teleutaÐa y foc eÐnai tou B)P (S|teleutaÐa y foc eÐnai tou B)

= P (teleutaÐa y foc eÐnai tou A)Pn−1,m + P (teleutaÐa y foc eÐnai tou B)Pn,m−1

=
n

n + m
Pn−1,m +

m

n + m
Pn,m−1.


