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ÈÝìá 1 - 30 ìïíÜäåò. ÂáóéêÝò ¸ííïéåò Óõíå÷þí Ôõ÷áßùí Ìåôáâëçôþí.

(á) Ç óõíå÷Þò ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ (ô.ì.) X Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.)

fX(x) =
{

a(1− x) ãéá 0 ≤ x ≤ 1,
0 áëëéþò.

(i) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ó.ð.ð. ôçò X êáé õðïëïãßóôå ôç óôáèåñÜ a.
(ii) Õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá P (6X2 > 5X − 1).
(iii) Õðïëïãßóôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò (á.ó.ê.) ôçò X .

(â) Ïé äýï óõíå÷åßò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò X êáé Y Ý÷ïõí áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

fX,Y (x, y) =





0.5 ãéá 0 ≤ x< 1, 0 ≤ y< 1, êáé 0 ≤ x + y< 1,
1.5 ãéá 0 ≤ x< 1, 0 ≤ y< 1, êáé 1 ≤ x + y< 2,

0 áëëéþò.

(i) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ðåäßïõ ôéìþí êáé ôçò áðü êïéíïý ó.ð.ð. ôùí ô.ì. X êáé Y .
(ii) Âñåßôå ôéò ðåñéèùñéáêÝò ó.ð.ð. ôùí X êáé Y . Åßíáé áõôÝò ïé äýï ô.ì. áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò;
(iii) Õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá P (X + Y ≤ 1.5).
(iv) Õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá P (X2 + Y 2 ≥ 1).

ÈÝìá 2 - 20 ìïíÜäåò. ÊáíïíéêÞ ÊáôáíïìÞ.

(á) Ç ô.ì. X áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ -10 êáé äéáóðïñÜ 4: X ∼ N(−10, 4).
Õðïëïãßóôå ôéò ðéèáíüôçôåò ôùí áêüëïõèùí ãåãïíüôùí

(i) P (X< 0) (ii) P (−10< X< 5) (iii) P (|X| ≥ 5) (iv) P (X2 − 3X + 2 > 0).

(â) Ôï ðëÜôïò ôïõ ìåôáëëéêïý ß÷íïõò óå Ýíá çëåêôñéêü êýêëùìá ìïíôåëïðïéåßôáé ùò ìßá êáíïíéêÞ
ô.ì. W ìå ìÝóç ôéìÞ µ = 0.9 ìéêñÜ êáé ôõðéêÞ áðüêëéóç σ = 0.003 ìéêñÜ: W ∼ N(0.9, 0.0032).
Êõêëþìáôá ôùí ïðïßùí ôï ðëÜôïò ôïõ ß÷íïõò äåí âñßóêåôáé åíôüò ôïõ åýñïõò ôéìþí 0.9±0.005 ìéêñþí
èåùñïýíôáé åëáôôùìáôéêÜ. Ôé ðïóïóôü ôùí êõêëùìÜôùí åßíáé åëáôôùìáôéêÜ;

ÅêöñÜóôå ôéò áðÜíôÞóåéò óáò âÜóåé ôùí ôéìþí Φ(x) ôçò áèñïéóôéêÞò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò ôçò
ôõðéêÞò ÃêáïõóéáíÞò ãéá èåôéêÜ ïñßóìáôá, x > 0.
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ÈÝìá 3 - 20 ìïíÜäåò. ÄéáóðïñÝò êáé ÓõíäéáóðïñÝò.

¸óôù äýï ô.ì. X êáé Y ðïõ Ý÷ïõí ôçí ßäéá äéáóðïñÜ, var(X) = var(Y ) = σ2 êáé ãéá ôéò ïðïßåò
éó÷ýåé üôé var(2X + 3Y + 4) = var(3X − 2Y + 1). Ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò 4 ðñïôÜóåéò,
áðáíôÞóôå áí éó÷ýåé Þ ü÷é. Áéôéïëïãåßóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

(i) Ïé ô.ì. X êáé Y åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò.
(ii) Ïé ô.ì. X êáé Y åßíáé áíåîÜñôçôåò.
(iii) var(2X + 3Y + 4) = var(2X − 3Y + 1).
(iv) cov(X + Y, X − Y ) = 0.

ÈÝìá 4 - 30 ìïíÜäåò. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Ôõ÷áßùí Ìåôáâëçôþí.

(á) ¸íá ôõ÷áßï óçìåßï (X, Y ) åßíáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíï óôï åóùôåñéêü åíüò ôåôñáãþíïõ ôï
ïðïßï Ý÷åé ìÞêïò ðëåõñÜò ßóï ìå 2 êáé êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí. ¸óôù Ýíáò êýêëïò ìå áêôßíá
r < 1 êáé êÝíôñï ôï óçìåßï (X, Y ) êáé Ýóôù Z ∈ {0, 1, 2} ç ô.ì. ðïõ óõìâïëßæåé ôïí áñéèìü ôùí
ðëåõñþí ôïõ ôåôñáãþíïõ ðïõ ôÝìíåé ï êýêëïò, üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá.

(i) Õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò ô.ì. Z. Áíáãíùñßæåôå ôçí êáôáíïìÞ ôçò Z;
(ii) Áí E[Z] = 3

2 , ðïéá åßíáé ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò r;

(â) ¸óôù ç óõíå÷Þò ô.ì. X ìå ó.ð.ð. fX(x). Õðïëïãßóôå ôç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. Y = |X| óôéò áêüëïõèåò
äýï ðåñéðôþóåéò.

(i) Ç ô.ì. X åßíáé åêèåôéêÜ êáôáíåìçìÝíç ìå ðáñÜìåôñï λ.
(ii) Ç ô.ì. X åßíáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç óôï äéÜóôçìá [−1, 2].


