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ÈÝìá 1 - 25 ìïíÜäåò. ÂáóéêÝò ¸ííïéåò Óõíå÷þí Ôõ÷áßùí Ìåôáâëçôþí.

Ïé äýï óõíå÷åßò, áðü êïéíïý ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (ô.ì.) X êáé Y , Ý÷ïõí
óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.)

fX,Y (x, y) =
{

c ãéá 0 ≤ y< x ≤ 2,
0 áëëéþò.

¸óôù ôá äýï ãåãïíüôá A = {X ≥ 0.5} êáé B = {Y < 1−X}.

(á) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ðåäßïõ ôéìþí ôùí ô.ì. X êáé Y .
(â) Âñåßôå ôéò ðåñéèùñéáêÝò ó.ð.ð. ôùí X êáé Y . Åßíáé áõôÝò ïé äýï ô.ì. áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò;
(ã) Õðïëïãßóôå ôç óôáèåñÜ c.
(ä) Õðïëïãßóôå ôç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (B/A).
(å) Õðïëïãßóôå êáé äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò äåóìåõìÝíçò ó.ð.ð. ôçò X äåäïìÝíïõ ôïõ
Y = 0.5, fX/Y (x/y = 0.5).
(óô) ÄåäïìÝíïõ ôïõ Y = 0.5, ðïéá åßíáé ç äåóìåõìÝíç ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ ôçò X ;
(æ) Õðïëïãßóôå ôçí E[XY ].

ÈÝìá 2 - 25 ìïíÜäåò. ÊáíïíéêÞ ÊáôáíïìÞ.

Ç ðïóüôçôá X ôïõ êáöÝ ðïõ âñßóêåôáé óå ðáêÝôá 500 gr. åßíáé ô.ì. ðïõ áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ
ìå ìÝóç ôéìÞ 500 êáé äéáóðïñÜ 25, X ∼ N(500, 25). ÁãïñÜæïõìå ôñßá ðáêÝôá ôùí 500 gr. Ðïéá
åßíáé ç ðéèáíüôçôá:

(á) Ýíá ìüíï ðáêÝôï áðü ôá ôñßá íá ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 490 gr. êáöÝ;
(â) ôï êáèÝíá áðü ôá ôñßá íá Ý÷åé âÜñïò ìåôáîý 490 êáé 505 gr;

ÅêöñÜóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò âÜóåé ôùí ôéìþí Φ(2) = 0.9772 êáé Φ(1) = 0.8413 ôçò áèñïéóôéêÞò
óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò ôçò ôõðéêÞò ÃêáïõóéáíÞò.

ÈÝìá 3 - 25 ìïíÜäåò. Ôçëåðéêïéíùíéáêü êáíÜëé.

¸óôù ôï óÞìá S, ìéá äéáêñéôÞ ô.ì. ðïõ ðáßñíåé ôñåéò ôéìÝò:

S =




−1 ìå ðéèáíüôçôá 1

3 ,
0 ìå ðéèáíüôçôá 1

3 ,
+1 ìå ðéèáíüôçôá 1

3 ,

Ôï óÞìá ìåôáäßäåôáé ìÝóù ôçëåðéêïéíùíéáêïý êáíáëéïý ôï ïðïßï ðñïóèÝôåé Ëáðëáóéáíü èüñõâï Z ,
äçëáäÞ ç ô.ì. Z áêïëïõèåß êáôáíïìÞ

fZ(z) =
λ

2
e−λ|z|, −∞< z< ∞.
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Ôï óÞìá S êáé ï èüñõâïò Z åßíáé áíåîÜñôçôåò ô.ì. êáé ç Ýîïäïò ôïõ êáíáëéïý, äçëáäÞ ç ô.ì. ðïõ
ðáñáôçñïýìå åßíáé ç Y = S + Z.

(á) Âñåßôå ôçí äåóìåõìÝíç ó.ð.ð. fY/S(y/s) ãéá s = −1, 0, +1.
(â) ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí áêüëïõèï êáíüíá áðüöáóçò ãéá ôï ðïéï áðü ôá ôñßá óýìâïëá åóôÜëç: Áí
Y < −1/2 áðïöáóßæïõìå üôé åóôÜëç ôï -1, áí −1/2 ≤ Y ≤ 1/2 áðïöáóßæïõìå üôé åóôÜëç ôï 0,
êáé áí Y > 1/2 áðïöáóßæïõìå üôé åóôÜëç ôï +1. Õðïëïãßóôå ôéò äåóìåõìÝíåò ðéèáíüôçôåò ëÜèïõò
áðüöáóçò, P (óöÜëìá/åóôÜëç ôï s), ãéá s = −1, 0,+1, êáé êáôüðéí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá ôçò
ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá ëÜèïõò áðüöáóçò.

ÈÝìá 4 - 25 ìïíÜäåò. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Ôõ÷áßùí Ìåôáâëçôþí.

(á) ¸óôù üôé ç ô.ì. X åßíáé åêèåôéêÜ êáôáíåìçìÝíç ìå ðáñÜìåôñï λ. Ç êâáíôéóìÝíç ôéìÞ ôçò X
äßíåôáé ùò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò

Y = k, üôáí k ≤ X< k + 1, k = 0, 1, 2, . . . .

(i) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý.
(ii) Ôé åßäïõò ô.ì. åßíáé ç Y ; Äþóôå ôçí ðëÞñç óôáôéóôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò.

(â) Ç ô.ì. N ìïíôåëïðïéåß ôï ðëÞèïò ôùí áóôåñéþí óå ìßá ðåñéï÷Þ ôïõ äéáóôÞìáôïò ìå üãêï V .
ÕðïèÝôïõìå üôé ç N áêïëïõèåß êáôáíïìÞ Poisson ìå óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò

pN (n) =
e−ρV (ρV )n

n!
, ãéá n = 0, 1, 2, . . . ,

üðïõ ç ðáñÜìåôñïò ρ åêöñÜæåé ôçí ðõêíüôçôá ôùí áóôåñéþí óôï äéÜóôçìá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá áõèáßñåôï
óçìåßï óôï äéÜóôçìá êáé ïñßæïõìå ôçí ô.ì. X ùò ôçí áðüóôáóç áðü ôï óçìåßï áõôü Ýùò ôï ðëçóéÝóôåñï
áóôÝñé. Âñåßôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò êáé êáôüðéí ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò
ôçò X .


