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'Askhsh 1. To koutÐ perièqei 15 kìkkinec mp�lec kai 5 �sprec mp�lec (sunolik� 20 mp�lec).

(a) 'Estw P (A1) h pijanìthta h pr¸th mp�la na eÐnai �sprh. Tìte ja isqÔei ìti:

P (A1) =
5
20

Dedomènou ìti h pr¸th mp�la eÐnai �sprh, t¸ra ja up�rqoun 19 mp�lec sto koutÐ, apì tic
opoÐec oi 4 mìno ja eÐnai �sprec. H pijanìthta ìti kai h deÔterh mp�la pou epilègetai
tuqaÐa eÐnai �sprh eÐnai h akìloujh:

P (A2 | A1) =
4
19

Qrhsimopoi¸ntac ton pollaplasiastikì nìmo, h pijanìthta ìti kai oi dÔo mp�lec pou
epilègontai tuqaÐa eÐnai �sprec ja eÐnai Ðsh me:

P (A1 ∩A2) = P (A2 | A1) · P (A1) =
5
20
· 4
19

=
1
19

(b) 'Estw P (K1) h pijanìthta h pr¸th mp�la na eÐnai kìkkinh. Tìte ja isqÔei ìti:

P (K1) =
15
20

Dedomènou ìti h pr¸th mp�la eÐnai kìkkinh, t¸ra ja up�rqoun 19 mp�lec sto koutÐ, apì tic
opoÐec oi 5 ja eÐnai �sprec. H pijanìthta ìti h deÔterh mp�la pou epilègetai tuqaÐa eÐnai
�sprh eÐnai h akìloujh:

P (A2 | K1) =
5
19

Qrhsimopoi¸ntac ton pollaplasiastikì nìmo, h pijanìthta ìti h pr¸th mp�la eÐnai kìkkinh
kai h deÔterh �sprh ja eÐnai Ðsh me:

P (K1 ∩A2) = P (A2 | K1) · P (K1) =
5
19
· 15
20

=
15
76

'Askhsh 2.

(a) H dendrik  anapar�stash faÐnetai sto sq ma 1. 'Estw A to gegonìc ìti up rxe
Prìbleyh gia broq . 'Estw B to gegonìc ìti èbrexe. 'Estw p h pijanìthta ìti h prìbleyh
eÐnai gia broq . An èqoume qeim¸na, tìte eÐnai p = 0.7, opìte ja èqoume ìti:

P (A | B) =
P (B | A) · P (A)

P (B)
=

0.8 · 0.7
0.8 · 0.7 + 0.1 · 0.3

=
56
59
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Sq ma 1: Dendrik  anapar�stash zht matoc (a)

An èqoume kalokaÐri, tìte eÐnai p = 0.2, opìte ja èqoume ìti:

P (A | B) =
P (B | A) · P (A)

P (B)
=

0.8 · 0.2
0.8 · 0.2 + 0.1 · 0.8

=
2
3

(b) 'Estw C to gegonìc ìti o NÐkoc krat�ei omprèla kai D to gegonìc ìti up�rqei Prìbleyh
gia mh broq . To dendrikì di�gramma se aut  thn perÐptwsh faÐnetai sto sq ma 2. 'Eqoume
ìti:

P (D) = 1− p

P (C) = 0.8 · p + 0.2 · 0.5 = 0.8 · p + 0.1
P (C | D) = 0.8 · 0 + 0.2 · 0.5 = 0.1

Epomènwc, ja isqÔei P (C) = P (C | D) an kai mìno an p = 0. 'Omwc, to p mporeÐ na eÐnai
eÐte 0.7 eÐte 0.2. Sunep¸c, ta gegonìta C kai D den ja eÐnai potè anex�rthta, ìpoia kai an
eÐnai h epoq .
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Sq ma 2: Dendrik  anapar�stash zht matoc (b)

(g) H pijanìthta na brèqei an o NÐkoc èqase th prìbleyh ja isoÔtai me:

P (brèqei | èqase th prìbleyh) = 0.8 · p + 0.1 · (1− p) = 0.1 + 0.7 · p

EpekteÐnoume to dendrikì di�gramma thc eikìnac 2 (pou antistoiqeÐ sto (b) mèroc thc
�skhshc) sto dendrikì di�gramma tou sq matoc 3. Epomènwc, dedomènou ìti o NÐkoc
krat�ei omprèla kai ìti den brèqei, exet�zoume tic 2 upogrammismènec peript¸seic thc
eikìnac 3 kai èqoume:

P = P (eÐde prìbleyh | omprèla ∩ den brèqei) =
0.8 · p · 0.2

0.8 · p · 0.2 + 0.2 · 0.5 · (0.9− 0.7 · p)

An èqoume fjinìpwro   qeim¸na, eÐnai p = 0.7, opìte ja èqoume P =
112
153

An èqoume �noixh   kalokaÐri, eÐnai p = 0.2, opìte ja èqoume P =
8
27
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Sq ma 3: Dendrik  anapar�stash zht matoc (g)

'Askhsh 3.

(a) Ta komm�tia èqoun Ðsh pijanìthta na eÐnai kainoÔria   pali�. 'Estw A to gegonìc ìti ta
epilegmèna komm�tia eÐnai elattwmatik�. 'Estw B1 to gegonìc ìti epilègontai 2 pali�
komm�tia kai B2 to gegonìc ìti epilègontai 2 nèa komm�tia. Up�rqoun

(
1000

2

)
trìpoi, me Ðsh

pijanìthta, epilog c dÔo pali¸n kommati¸n apì èna sÔnolo apì 1000 pali� komm�tia.
Efìson 15% twn pali¸n kommati¸n eÐnai elattwmatik�, up�rqoun 150 elattwmatik� pali�
komm�tia. Up�rqoun

(
150
2

)
trìpoi epilog c 2 elattwmatik¸n pali¸n kommati¸n apì èna

sÔnolo apì 150 elattwmatik� pali� komm�tia. Epomènwc, ja èqoume:

P (A | B1) =

(
150
2

)
(
1000

2

)

ParomoÐwc, èna 5% apì ta nèa komm�tia (75) eÐnai elattwmatik�. Dedomènou ìti 2 nèa
komm�tia epilègontai, ja èqoume:

P (A | B2) =

(
75
2

)
(
1500

2

)

Sunep¸c, h zhtoÔmenh pijanìthta ja isoÔtai me:

P (A) = P (B1) · P (A | B1) + P (B2) · P (A | B2)

=
1
2
·

(
150
2

)
(
1000

2

) +
1
2
·

(
75
2

)
(
1500

2

)
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(b) Profan¸c, y�qnoume gia thn pijanìthta P (B1 | A). Qrhsimopoi¸ntac to kanìna tou Bayes
ja èqoume:

P (B1 | A) =
P (B1) · P (A | B1)

P (B1) · P (A | B1) + P (B2) · P (A | B2)

=

1
2
·

(
150
2

)
(
1000

2

)

1
2
·

(
150
2

)
(
1000

2

) +
1
2
·

(
75
2

)
(
1500

2

)

'Askhsh 4.

(a) Swst 
An P (A | B) = P (A), tìte ta A kai B eÐnai anex�rthta. An to B eÐnai anex�rthto tou A,
tìte to B eÐnai epÐshc anex�rthto tou Ac. Autì sunep�getai, an logari�soume kai ton
orismì thc anexarthsÐac, ìti:

P (B | Ac) = P (B)

(b) L�joc
Efìson proèkuyan 5 mìno kefalèc apì tic 10 rÐyeic, h gn¸sh gia mia rÐyh nomÐsmatoc
parèqei gn¸sh kai gia tic upìloipec rÐyeic nomism�twn. Pr�gma to opoÐo shmaÐnei ìti ta dÔo
gegonìta den eÐnai anex�rthta. Me �lla lìgia, h gn¸sh ìti h pr¸th rÐyh nomÐsmatoc èfere
kefal  ephre�zei th pijanìthta ìti h dèkath rÐyh nomÐsmatoc èfere kefal .

(g) Swst 
Ed¸ ìlec oi rÐyeic èferan kefal , opìte h gn¸sh gia th rÐyh enìc nomÐsmatoc den parèqei
k�poia epiprìsjeth gn¸sh gia th rÐyh tou dèkatou nomÐsmatoc. Epomènwc, ta dÔo gegonìta
eÐnai anex�rthta.

(d) L�joc
Gia to aristerì mèroc thc isìthtac, efìson ta Ai apoteloÔn mia diamèrish tou q¸rou, ja
èqoume:

P (B | C) =
P (B ∩ C)

P (C)

=
n∑

i=1

P (Ai)P (B ∩ C | Ai)
P (C)

=
n∑

i=1

P (Ai ∩B ∩ C)
P (C)

'Omwc, apì to deÔtero mèroc thc didìmenhc exÐswshc prokÔptei ìti:

n∑

i=1

P (Ai | C)P (B | Ai) =
n∑

i=1

P (Ai ∩ C)
P (C)

· P (B ∩Ai)
P (Ai)

=
n∑

i=1

P (Ai ∩B ∩ C)
P (C)P (Ai)

SugkrÐnontac tic anaptugmènec ekfr�seic twn dÔo mer¸n thc didìmenhc exÐswshc, h deÔterh
isoÔtai me thn pr¸th mìno ìtan ta Ai ∩ C kai B ∩Ai eÐnai metaxÔ touc anex�rthta kai i = 1
(dhlad  to A1 ekfr�zei ìlo to deigmatikì q¸ro).
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'Askhsh 5.

(a) 'Oqi. Ta gegonìta A kai B den eÐnai anex�rthta. Gia na gÐnei autì antilhptì, shmei¸ste
ìti A ⊂ B, opìte ja eÐnai P (A ∩B) = P (A). H teleutaÐa èkfrash eÐnai Ðsh me to
P (A) · P (B) mìno ìtan P (B) = 1   P (A) = 0. 'Omwc, sto par�deigm� mac eÐnai kajar�
P (B) < 1 kai P (A) > 0. Sunep¸c, eÐnai: P (A ∩B) 6= P (A) · P (B) kai �ra ta gegonìta A
kai B den eÐnai anex�rthta.

(b) Nai. Dedomènou tou gegonìtoc Γ, to gegonìc A ja sumbeÐ an kai mìno an h MarÐa
sunant sei 5 anjr¸pouc thn deÔterh ebdom�da. Epomènwc, eÐnai: P (A | Γ) = 1/5.
An h MarÐa èkane 5 fÐlouc th pr¸th ebdom�da, eÐnai sÐgourh ìti ja k�nei perissìterouc apì
5 fÐlouc sunolik�. Opìte, ja eÐnai: P (B | Γ) = 1.
An to A sumbeÐ, tìte sumbaÐnei kai to B, epomènwc ja isqÔei ìti:
P (A ∩B | Γ) = P (A | Γ) = P (A | Γ) · P (B | Γ). Sunep¸c, ta gegonìta A kai B eÐnai upì
sunj kh anex�rthta dedomènou tou gegonìtoc Γ.

(g) 'Oqi. Br kame sto mèroc (b) ìti P (A | Γ) = 1/5 en¸ eÐnai: P (A) = 1
5 · 1

5 = 1
25 . Epomènwc,

eÐnai: P (A | Γ) 6= P (A). Sunep¸c, ta gegonìta A kai Γ den eÐnai anex�rthta.
ParomoÐwc, eÐnai: P (B | Γ) = 1 en¸ eÐnai profanèc ìti P (B) < 1. 'Ara, ta gegonìta B kai Γ
den eÐnai kai aut� anex�rthta.

(d) 'Estwc Fi, ìpou (i = 1, 2, . . . , 5), na ekfr�zei to gegonìc ìti thn pr¸th bdom�da èginan i
fÐloi. ParomoÐwc, èstw Si na eÐnai to gegonìc ìti thn deÔterh bdom�da èginan i fÐloi.
'Estw Tj , ìpou (j = 2, . . . , 10), na ekfr�zei to gegonìc ìti o sunolikìc arijmìc fÐlwn pou
èginan tic 2 ebdom�dec eÐnai j. Tìte, ja èqoume:

P (2 thn pr¸th | 6 sunolik�) = P (F2 | T6)

=
P (T6 | F2) · P (F2)

P (T6)

=
P (S4) · P (F2)∑5
i=1 P (Fi ∩ S6−i)

=

1
5
· 1
5

5 · 1
5
· 1
5

=
1
5

ìpou h deÔterh isìthta qrhsimopoieÐ ton kanìna tou Bayes, h trÐth isìthta qrhsimopoieÐ to
Olikì Je¸rhma Pijanot twn, kai h tètarth (teleutaÐa) isìthta qrhsimopoieÐ to gegonìc ìti
o arijmìc twn fÐlwn pou gÐnontai k�je ebdom�da eÐnai anex�rthtoc.
ParomoÐwc, prokÔptei ìti: P (F3 | T6) = 1/5.

(e) Me b�sh tic jewr seic pou èginan sto er¸thma (d) èqoume:

P (F2 ∪ S2 | T6) = P (F2 | T6) + P (S2 | T6)− P (F2 ∩ S2 | T6)

=
1
5

+
1
5
− 0 =

2
5

Sthn pr¸th isìthta qrhsimopoi same to gegonìc ìti oi pijanìthtec upì sunj kh
ikanopoioÔn ìla ta axi¸mata pijanot twn. To P (F2 | T6) = 1/5 eÐqe brejeÐ sto
prohgoÔmeno er¸thma. Efìson oi ebdom�dec eÐnai katanhmemènec to Ðdio, ja isqÔei kai to:
P (S2 | T6) = 1/5.
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Me ton Ðdio trìpo ja èqoume:

P (F3 ∪ S3 | T6) = P (F3 | T6) + P (S3 | T6)− P (F3 ∩ S3 | T6)

=
1
5

+
1
5
− P (S3 | F3 ∩ T6) · P (F3 | T6)

=
1
5

+
1
5
− 1 · 1

5
=

1
5

Shmei¸ste ìti to teleutaÐo apotèlesma eÐnai logikì, afoÔ up�rqei mìno ènac trìpoc na
sunant seic 6 anjr¸pouc sunant¸ntac 3 se toul�qiston mia ebdom�da, en¸ up�rqoun 2
trìpoi na sunant seic 6 anjr¸pouc sunant¸ntac 2 se toul�qiston mia ebdom�da. Epomènwc,
eÐnai logikì pou h teleutaÐa pijanìthta isoÔtai me to misì thc prohgoÔmenhc.


