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ÈÝìá 1 - 20 ìïíÜäåò. ÂáóéêÝò ¸ííïéåò Êáôáíïìþí.

ÈåùñÞóôå äýï áíåîÜñôçôåò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (ô.ì.) X êáé Y , üðïõ êÜèå ìßá åßíáé ïìïéüìïñöá
êáôáíåìçìÝíç óôï äéÜóôçìá [0, 2]. ×ñçóéìïðïéþíôáò áõôÝò ôéò äýï ô.ì., êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá ïñèï-
ãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ìå ðëÜôïò X êáé ìÞêïò Y .

(á) Âñåßôå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáóðïñÜ ôçò ðåñéìÝôñïõ ôïõ ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
(â) Âñåßôå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôç äéáóðïñÜ ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
(ã) Ìáò äßäåôáé ç ðëçñïöïñßá üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé ìåãáëýôåñç
áðü 4 ìïíÜäåò ìÞêïõò. ÄåäïìÝíçò áõôÞò ôçò ðëçñïöïñßáò, õðïëïãßóôå ôç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá
üôé ç åðéöÜíåéÜ ôïõ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü 1.

ÈÝìá 2 - 20 ìïíÜäåò. ÌÝóåò ôéìÝò, äéáóðïñÝò êáé óõó÷åôßóåéò.

(á) ¸óôù ïé ô.ì. X êáé Y ìå ôçí ßäéá êáôáíïìÞ, ü÷é áðáñáßôçôá áíåîÜñôçôåò. Äåßîôå üôé

cov(X + Y,X − Y ) = 0.

(â) ¸óôù Z ìßá ôõðéêÞ êáíïíéêÞ ô.ì.: Z ∼ N(0, 1).

(i) Äåßîôå üôé ç n-óôÞ ñïðÞ ôçò Z åßíáé ìçäÝí, E[Zn] = 0, ãéá n ðåñéôôü.
(ii) Õðïëïãßóôå ôç óõíäéáóðïñÜ cov(Z,Z2).
(iii) Áí ç ô.ì. Y ïñßæåôáé ùò Y = a + bZ + cZ2 (a, b, c: óôáèåñÝò), äåßîôå üôé ï óõíôåëåóôÞò
åôåñïóõó÷Ýôéóçò ôùí Y êáé Z åßíáé

ρ(Y, Z) =
b√

b2 + 2c2
.

ÈÝìá 3 - 20 ìïíÜäåò. ÊáíïíéêÞ ÊáôáíïìÞ.

Ôï óÞìá s = 2 ìåôáäßäåôáé áðü Ýíá äïñõöüñï óå Ýíáí åðßãåéï äÝêôç. ÊáôÜ ôç ìåôÜäïóç, åðçñåÜ-
æåôáé áðü ìßá óõíéóôþóá ôõ÷áßïõ èïñýâïõ W Ýôóé þóôå ôï óÞìá ðïõ ëáìâÜíåôáé óôï äÝêôç íá åßíáé
X = s + W . ¼ôáí ï êáéñüò åßíáé êáëüò, ðñÜãìá ðïõ óõìâáßíåé ìå ðéèáíüôçôá 2/3, ç ô.ì. W áêï-
ëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìçäåíéêÞ ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ 1. ¼ôáí ï êáéñüò åßíáé êáêüò,
ç W áêïëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìçäåíéêÞ ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ 9.

(á) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá ÏëéêÞò Ðéèáíüôçôáò, õðïëïãßóôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèá-
íüôçôáò ôçò ô.ì. X .
(â) Õðïëïãßóôå ôçí ðéèáíüôçôá üôé ç ëçöèåßóá ôéìÞ óôï äÝêôç âñßóêåôáé ìåôáîý 1 êáé 3, äçëáäÞ
õðïëïãßóôå ôçí P (1 ≤ X ≤ 3). (ÅêöñÜóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò âÜóåé ôùí ôéìþí Φ(1) êáé Φ(1/3) ôçò
áèñïéóôéêÞò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò ôçò ôõðéêÞò ÃêáïõóéáíÞò.)
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ÈÝìá 4 - 20 ìïíÜäåò. ÅêèåôéêÞ ÊáôáíïìÞ.

¸óôù X êáé Y áíåîÜñôçôåò ô.ì. åêèåôéêÜ êáôáíåìçìÝíåò ìå ìÝóç ôéìÞ 1.

(á) Âñåßôå ôçí áðü êïéíïý óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôùí X êáé Y , fX,Y (x, y).
(â) Âñåßôå ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò áðüëõôçò ôéìÞò ôçò äéáöïñÜò ôïõò, E[|X − Y |].

ÈÝìá 5 - 20 ìïíÜäåò. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Ôõ÷áßùí Ìåôáâëçôþí.

¸óôù üôé ç ô.ì. X åßíáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç óôï äéÜóôçìá [−1, 4]. Ç X ìåôáó÷çìáôßæåôáé
óôçí ô.ì. Y = |X − 2|.

(á) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý êáé âñåßôå ôï ðåäßï ôéìþí ôçò ô.ì. Y .
(â) Âñåßôå ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò ô.ì. Y , E[Y ].
(ã) Âñåßôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò, FY (y), êáé êáôüðéí ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðé-
èáíüôçôáò, fY (y), ôçò ô.ì. Y .


