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ÈÝìá 1 - 20 ìïíÜäåò. ÂáóéêÝò ¸ííïéåò Êáôáíïìþí.

ÕðïèÝôïõìå üôé ï áñéèìüò ôùí ÇÕ (óå ÷éëéÜäåò êïììÜôéá) ðïõ ðïõëÜåé ç Dell óôç äéÜñêåéá ìéáò
ìÝñáò åßíáé ìßá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ (ô.ì.) X ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò (ó.ð.ð.)

fX(x) =





cx áí 0 ≤ x< 3
c(6− x) áí 3 ≤ x< 6
0 áëëïý.

(á) Âñåßôå ôçí ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò c.
(â) Âñåßôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò (á.ó.ê.), FX(x), ôçò X .
(ã) Ðïéá ç ðéèáíüôçôá üôé ï áñéèìüò ôùí ÇÕ ðïõ ðùëïýíôáé óå ìßá ìÝñá (i) îåðåñíÜ ôéò 3000, (ii)
åßíáé ìåôáîý 1500 êáé 9000;
(ä) Áí Á êáé Â åßíáé ôá ãåãïíüôá (i) êáé (ii), áíôßóôïé÷á, åßíáé ôá Á êáé Â áíåîÜñôçôá;

ÈÝìá 2 - 20 ìïíÜäåò. ÌÝóåò ôéìÝò, äéáóðïñÝò êáé óõó÷åôßóåéò.

(á) ¸óôù äýï ô.ì. X êáé Y ìå E[X] = 1, E[Y ] = 4, var(X) = 4, var(Y ) = 9, êáé ρX,Y = 0.1.

(i) Áí Z = 2(X + Y )(X − Y ), âñåßôå ôçí E[Z].
(ii) Áí T = 2X + Y êáé U = 2X − Y , âñåßôå ôçí cov(T, U).
(iii) Áí W = 3X + Y + 2, âñåßôå ôçí E[W ] êáé ôçí var(W ).

(â) ÕðïèÝóôå üôé ç ó.ð.ð. ôçò ô.ì. X åßíáé ìßá Üñôéá óõíÜñôçóç. Äåßîôå üôé ïé ô.ì. X êáé |X| åßíáé
áóõó÷Ýôéóôåò ìåôáîý ôïõò.

ÈÝìá 3 - 20 ìïíÜäåò. ÊáíïíéêÞ ÊáôáíïìÞ.

Ç ô.ì. X áêïëïõèåß ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ìÝóç ôéìÞ µ = 2 êáé äéáóðïñÜ σ2 = 100: X ∼
N(2, 100).

(á) P (|X|< 8) =;
(ÅêöñÜóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò âÜóåé ôéìþí ôçò áèñïéóôéêÞò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò ôçò ôõðéêÞò Ãêá-
ïõóéáíÞò, Φ(u).)
(â) E[(X − 4)2] =;
(ã) ¸óôù ç ô.ì. Y = (X − 2)2. Âñåßôå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, fY (y), ôçò Y .
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ÈÝìá 4 - 25 ìïíÜäåò. Ìåôáó÷çìáôéóìïß Ôõ÷áßùí Ìåôáâëçôþí.

(á) ¸óôù üôé ç ô.ì. X åßíáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç óôï äéÜóôçìá [−1, 2]. Ç X ìåôáó÷çìáôßæåôáé
óôçí ô.ì. Y = X2.

(i) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý êáé ïñßóôå ôï ðåäßï ôéìþí ôçò ô.ì. Y .
(ii) Âñåßôå ôçí áèñïéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò, FY (y), êáé êáôüðéí ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðé-
èáíüôçôáò, fY (y), ôçò ô.ì. Y .

(â) Ôï áíáëïãéêü óÞìá X ìïíôåëïðïéåßôáé ùò ìßá ôõðéêÞ ÃêáïõóéáíÞ ô.ì., X ∼ N(0, 1). Óå ïñéóìÝíåò
åöáñìïãÝò, ìüíï êâáíôéóìÝíåò ôéìÝò ôïõ óÞìáôïò áðáéôïýíôáé, äçëáäÞ Ýíáò êâáíôéóôÞò (quantizer)
ìåôáôñÝðåé ôï óÞìá óõíå÷ïýò ðëÜôïõò óå óÞìá äéáêñéôïý ðëÜôïõò. Óôçí äéêéÜ ìáò åöáñìïãÞ, ôï óÞìá
X ìåôáôñÝðåôáé óå ìßá áðü äýï åðéôñåðüìåíåò óôÜèìåò. ¸óôù Y ç ô.ì. ðïõ äçëþíåé ôçí êâáíôéóìÝíç
ôéìÞ ôïõ óÞìáôïò, ìå Y = a üôáí X > 0 êáé Y = −a üôáí X ≤ 0, üðïõ ç èåôéêÞ óôáèåñÜ a êáèïñßæåé
ôéò äýï åðéôñåðüìåíåò óôÜèìåò.

(i) Äþóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý. Åßíáé ç Y óõíå÷Þò Þ äéáêñéôÞ ô.ì.;
(ii) Ðïéá åßíáé ç óõíÜñôçóç (ðõêíüôçôáò) ðéèáíüôçôáò ôçò ô.ì. Y ;
(iii) ¸óôù üôé a = 1. Áí ôï óÞìá X óõìâåß íá ðÜñåé ôçí ôéìÞ 1.29, ðïéï åßíáé ôï óöÜëìá ôçò áíá-
ðáñÜóôáóçò ôçò X áðü ôçí Y ; Ðïéï ôï ôåôñÜãùíï ôïõ óöÜëìáôïò, Z = (X − Y )2; Ðïéåò åßíáé ïé
ôéìÝò ôùí óöáëìÜôùí êáé ôùí ôåôñáãþíùí ôïõò üôáí X = π/4 êáé X = −π/4;
(iv) Åßóôå ï ìç÷áíéêüò ðïõ èá ó÷åäéÜóåé ôïí êâáíôéóôÞ ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôç ìÝóç ôéìÞ ôïõ ôåôñáãþ-
íïõ ôïõ óöÜëìáôïò (ôï ëåãüìåíï ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá, mean-square error, ÌSE), E[Z]. Ç ìüíç
ðáñÜìåôñïò ó÷åäßáóçò åßíáé ç åðéëïãÞ ôçò ôéìÞò ôïõ a. Âñåßôå ôçí Ýêöñáóç ôïõ E[Z] ùò óõíÜñôçóç
ôïõ a êáé ìåôÜ âñåßôå ôçí ôéìÞ ôïõ a ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôï E[Z].

ÂïÞèåéá: Ãéá íá âñåßôå ôï E[Z], ÷ñçóéìïðïéåßóôå ôï èåþñçìá ôçò ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò, õðïëïãßæïíôáò
ôo E[Z] üôáí X > 0 êáé X ≤ 0. Åðßóçò, ÷ñçóéìïðïéåßóôå ôç ó÷Ýóç

∫∞
0 xe−x2/2dx = 1.

ÈÝìá 5 - 25 ìïíÜäåò. ÏñéáêÜ ÈåùñÞìáôá.

Ï ìç÷áíéêüò ôçò õðçñåóßáò óõóôçìÜôùí êáé äéêôýùí ôïõ Õðïëïãéóôéêïý ÊÝíôñïõ ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ
ÊñÞôçò èÝëåé íá åêôéìÞóåé ôï ðïóïóôü, p, ôùí ðáêÝôùí ðëçñïöïñßáò ðïõ ôáîéäåýïõí ìÝóá áðü ôçí
ïðôéêÞ ßíá ðïõ óõíäÝåé ôçí Êíùóü êáé ôéò Âïýôåò, ôá ïðïßá åßíáé ðáêÝôá øçöéáêïý video (digital
video disk, DVD). Ï ìç÷áíéêüò ãñÜöåé Ýíá script ãéá íá åëÝãîåé óõíïëéêÜ n = 1000 ðáêÝôá, ìåôñÜåé
ôï ðëÞèïò, Sn, ôùí DVD ðáêÝôùí, êáé ÷ñçóéìïðïéåß ôç ó÷Ýóç p̂ = Sn/1000 ùò ôïí åêôéìçôÞ ôïõ
p. Ôá ðáêÝôá ðïõ åëÝã÷ïíôáé äéá÷ùñßæïíôáé áðü åêáôïíôÜäåò Üëëá ðáêÝôá, óõíåðþò åßíáé ëïãéêü
íá õðïèÝóïõìå üôé êÜèå ðáêÝôï åßíáé Ýíá DVD ðáêÝôï ìå ðéèáíüôçôá p, áíåîÜñôçôá áðü ôá Üëëá
ðáêÝôá.

(á) Ôé åßäïõò ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ åßíáé ç Sn; Ïñßóôå ðëÞñùò ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò.
(â) ÂÜóåé ôïõ Êåíôñéêïý Ïñéáêïý ÈåùñÞìáôïò, ðïéá åßíáé ç êáíïíéêÞ ðñïóÝããéóç ãéá ôçí ô.ì.
p̂ = Sn/1000;
(ã) Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá ï åêôéìçôÞò p̂ íá êÜíåé ëÜèïò ëéãüôåñï áðü 2%, äçëáäÞ õðïëïãßóôå ôçí
P (|p̂ − p| ≤ 0.02). Õðïëïãßóôå ôçí áñéèìçôéêÞ ôéìÞ áõôÞò ôçò ðéèáíüôçôáò üôáí p = 0.5 êáé üôáí
p = 0.1. Ôé ðáñáôçñåßôå; (÷ñçóéìïðïéåßóôå ôï (â) êáé üôé Φ(1.265) = 0.897, Φ(2.108) = 0.9825.)
(ä) Âñåßôå ôïí áñéèìü δ ãéá ôïí ïðïßï P (|p̂ − p|< δ) ≈ 0.99 üôáí p = 0.5 êáé üôáí p = 0.1.
(Φ(2.58) = 0.995.)


