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Φροντιστήριο 6

΄Ασκηση 1

Οι συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =


1
3 , 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2, y ≤ x

c, 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2, y > x

0, αλλού

(αʹ) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. και υπολογίστε τη σταθερά c.

(ϐʹ) Υπολογίστε την περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. X.

(γʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X < 1, Y < 1).

(δʹ) Υπολογίστε την πιθανότητα P (X + Y ≥ 3).

Λύση:
(α) Η περιοχή ορισµού είναι το τετράγωνο µε κορυφές (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2), συνολικού εµβαδού 2 × 2 = 4.

Η ευθεία y = x χωρίζει το τετράγωνο σε δύο ίσα τρίγωνα, το E1 (κάτω από την y = x) και το E2 (πάνω από την

y = x).

Εµβαδόν E1 =
1

2
· 2 · 2 = 2

Εµβαδόν E2 = 4− 2 = 2

Σχήµα 1: Γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π.

Από τη σχέση κανονικοποίησης, το ολοκλήρωµα της σ.π.π. πρέπει να ισούται µε 1:∫∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx dy = 1
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=⇒ 1

3
· Εµβαδόν(E1) + c · Εµβαδόν(E2) = 1

=⇒ 1

3
· 2 + c · 2 = 1

=⇒ 2

3
+ 2c = 1 =⇒ 2c = 1− 2

3
=

1

3

=⇒ c =
1

6

΄Αρα c = 1/6.

(ϐ) Για x ∈ [0, 2], η περιθωριακή σ.π.π. fX(x) υπολογίζεται ολοκληρώνοντας ως προς y από 0 έως 2. Το ολο-

κλήρωµα χωρίζεται στο τµήµα y ∈ [0, x] όπου f = 1/3 και στο τµήµα y ∈ (x, 2] όπου f = c = 1/6.

fX(x) =

∫ 2

0

fX,Y (x, y) dy =

∫ x

0

1

3
dy +

∫ 2

x

1

6
dy

fX(x) =
1

3
[y]x0 +

1

6
[y]2x =⇒

fX(x) =
1

3
(x− 0) +

1

6
(2− x) =⇒

fX(x) =
x

3
+

2

6
− x

6
=

x

6
+

1

3

΄Αρα:

fX(x) =

{
x
6 + 1

3 , 0 ≤ x ≤ 2

0, αλλού

(γ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι P (X < 1, Y < 1). Αυτό αντιστοιχεί στην ολοκλήρωση της fX,Y (x, y) πάνω στο

τετράγωνο 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1.

Το τετράγωνο 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1 χωρίζεται σε δύο τρίγωνα από την y = x:

• EA: y ≤ x, όπου f = 1/3. (Κάτω τρίγωνο)

• EB: y > x, όπου f = c = 1/6. (Πάνω τρίγωνο)

Το εµβαδόν κάθε τριγώνου είναι Εµβαδόν(EA) = Εµβαδόν(EB) =
1
2 · 1 · 1 = 1

2 .

Σχήµα 2: Βοηθητικό σχήµα για εύρεση πιθανότητας.
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΄Εχω:

P (X < 1, Y < 1) =

∫∫
0≤x<1,0≤y<1

fX,Y (x, y) dx dy

=
1

3
· Εµβαδόν(EA) + c · Εµβαδόν(EB)

=
1

3
· 1
2
+

1

6
· 1
2
=

1

6
+

1

12
=

2 + 1

12

P (X < 1, Y < 1) =
3

12
=

1

4
= 0.25

(δ) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι P (X + Y ≥ 3).
Η ανισότητα X+Y ≥ 3 ορίζει ένα µικρό τρίγωνο στην πάνω δεξιά γωνία του τετραγώνου, µε κορυφές (1, 2), (2, 1), (2, 2).

Σχήµα 3: Βοηθητικό σχήµα για εύρεση πιθανότητας.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση και ϕτιάχνοντας το ϐοηθητικό σχήµα:

P (X + Y ≥ 3) =

∫∫
D

fX,Y (x, y) dx dy

=
1

3
· Εµβαδόν(D1) + c · Εµβαδόν(D2)

=
1

3
· 1
4
+

1

6
· 1
4
=

1

12
+

1

24
=

2 + 1

24

P (X + Y ≥ 3) =
3

24
=

1

8
= 0.125

΄Ασκηση 2

Θεωρούµε τις τ.µ. X και Y µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =

c · x2 +
xy

3
, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2,

0, αλλού.

(αʹ) Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς c.

(ϐʹ) Να υπολογισθεί η πιθανότητα P (X + Y ≥ 1).

(γʹ) Να ϐρεθούν οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. X και Y .

(δʹ) Είναι οι X και Y ανεξάρτητες τ.µ.·
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Λύση
(α) ∫ 1

0

∫ 2

0

(
cx2 +

xy

3

)
dy dx = 1

∫ 1

0

[
cx2y +

xy2

6

]2
0

dx =

∫ 1

0

(2cx2 +
2x

3
) dx = 1

[
2c

3
x3 +

x2

3

]1
0

= 1

2c

3
+

1

3
= 1 =⇒ c = 1.

(ϐ)

P (X + Y ≥ 1) =

∫ 1

0

∫ 2

1−x

(
x2 +

xy

3

)
dy dx

=

∫ 1

0

[
x2y +

xy2

6

]2
y=1−x

dx

Με απλές πράξεις :

P (X + Y ≥ 1) =
65

72
.

Σχήµα 4: Η Ϲητούµενη πιθανότητα P (X + Y ≥ 1).

(γ) Περιθωριακή fX(x):

fX(x) =

∫ 2

0

(x2 +
xy

3
) dy

= 2x2 +
2

3
x, 0 ≤ x ≤ 1.

Περιθωριακή fY (y):

fY (y) =

∫ 1

0

(x2 +
xy

3
) dx

=
1

3
+

y

6
=

2 + y

6
, 0 ≤ y ≤ 2.
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(δ) ∆εν είναι ανεξάρτητες διότι :

fX,Y (0.2, 0.3) ̸= fX(0.2) fY (0.3).

΄Ασκηση 3

Αν οι τυχαίες µεταβλητές X,Y έχουν κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fX,Y (x, y) =

{
8xy, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1,

0, αλλού,

να ϐρεθούν :

(i ) fX(x)

(ii ) fY (y)

(iii ) E[X]

(iv ) var(X)

(v ) E[Y ]

(vi ) var(Y )

(vii ) ρ(X,Y )

Λύση

(i )

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dy =

∫ 1

x

8xy dy = 4x(1− x2), 0 ≤ x ≤ 1.

(ii )

fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx =

∫ y

0

8xy dx = 4y3, 0 ≤ y ≤ 1.

(iii )

E[X] =

∫ ∞

−∞
xfX(x) dx =

∫ 1

0

x(4x− 4x3) dx =

[
4x3

3
− 4x5

5

]1
0

=
8

15
.

(iv )

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2fX(x) dx =

∫ 1

0

x2(4x− 4x3) dx =

[
x4 − 2x6

3

]1
0

=
1

3
.

var(X) = E[X2]− E[X]2 =
1

3
−

(
8

15

)2

=
11

225
.

(v )

E[Y ] =

∫ ∞

−∞
yfY (y) dy =

∫ 1

0

y · 4y3 dy =

[
4y5

5

]1
0

=
4

5
.

(vi )

E[Y 2] =

∫ ∞

−∞
y2fY (y) dy =

∫ 1

0

y2 · 4y3 dy =

[
4y6

6

]1
0

=
2

3
.

var(Y ) = E[Y 2]− E[Y ]2 =
2

3
−

(
4

5

)2

=
2

75
.
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(vii )

E[XY ] =

∫ 1

0

∫ y

0

xy · 8xy dx dy = 8

∫ 1

0

y2
(∫ y

0

x2 dx

)
dy = 8

∫ 1

0

y2 · y
3

3
dy =

4

9
.

cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] =
4

9
− 8

15
· 4
5
=

4

225
.

Τυπικές αποκλίσεις :

σX =

√
11

15
, σY =

√
6

15
.

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )

σXσY
=

4/225

(
√
11/15)(

√
6/15)

=
4√
66

≈ 0.4924.

΄Ασκηση 4

Οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές µε µέση τιµή 0 και διασπορές var(X) = 2, var(Y ) =
3. Επίσης, ισχύει ότι

E[XY ] = 1.

Ορίζουµε τις τ.µ.

U = 2X − Y, V = |U |.
Να ϐρεθούν οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. U και V .

Λύση
Αφού οι X και Y είναι από κοινού Γκαουσιανές, τότε και κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός τους, όπως η τ.µ.

U = 2X − Y , είναι επίσης Γκαουσιανός.

(α) Κατανοµή της U
Μέση τιµή:

E[U ] = E[2X − Y ] = 2E[X]− E[Y ] = 0.

∆ιασπορά:
var(U) = var(2X − Y )

= 4 var(X) + var(Y )− 4 cov(X,Y )

= 4 · 2 + 3− 4 · 1
= 7.

΄Αρα:

U ∼ N (0, 7).

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της U είναι :

fU (u) =
1√
14π

exp

(
−u2

14

)
.

(ϐ) Κατανοµή της V = |U |
Η U είναι Γκαουσιανή µε µέση τιµή 0, άρα συµµετρική γύρω από το 0. Για v > 0 έχουµε:

FV (v) = P (|U | ≤ v) = P (−v ≤ U ≤ v) = FU (v)− FU (−v).

Επειδή η κανονική είναι συµµετρική:

FU (−v) = 1− FU (v),

άρα:

FV (v) = 2FU (v)− 1.

Παίρνουµε παράγωγο ως προς v:

fV (v) =
d

dv
FV (v) = 2fU (v), v > 0.

΄Αρα:

fV (v) =


2√
14π

e−
v2

14 , v > 0,

0, v ≤ 0.

6



΄Ασκηση 5

Θεωρούµε την τ.µ. X η οποία είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη µεταξύ των τιµών 1 και 2, δηλαδή:

X ∼ U(1, 2).

Ορίζουµε µια νέα τυχαία µεταβλητή ως εξής : Y = e−2X
.

(αʹ) Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ. X, fX(x), καθώς και

αυτή του µετασχηµατισµού Y = e−2X
.

(ϐʹ) Να υπολογιστεί η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Y , FY (y), και να γίνει η γραφική της πα-

ϱάσταση.

(γʹ) Να υπολογιστεί η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ. Y , fY (y), και να γίνει η γραφική της πα-

ϱάσταση.

(δʹ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P (Y ≤ e−3).

Λύση
(α) Από την ϑεωρία γνωρίζουµε πως όταν η συνεχής τ.µ. X ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [a, b],
η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π) αυτής ϑα δίνεται από τον παρακάτω τύπο:

fX(x) =


1

b− a
, a ≤ x ≤ b

0, αλλιώς

Με ϐάση την εκφώνηση της ΄Ασκησης, προκύπτει ότι : a = 1, b = 2.

Αρα, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ϑα είναι τελικά:

fX(x) =

{
1, 1 ≤ x ≤ 2

0, αλλιώς

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της X, fX(x), ϕαίνεται στο Σχήµα 5 (περιορι-

σµένη στο διάστηµα [-5,5]).

Σχήµα 5: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x).

Η γραφική παράσταση του µετασχηµατισµού Y = g(X) ϕαίνεται στο Σχήµα 6 (περιορισµένη στο διάστηµα [-

5,5]).

(ϐ) Η τ.µ. Y παίρνει τιµές στο διάστηµα [e−4, e−2
] = [0.019448, 0.13534]. ΄Αρα, ϑεωρούµε τις εξής περιπτώσεις :

αʹ. Για y < e−4
, έχουµε:

FY (y) = 0

ϐʹ. Για e−4 ≤ y ≤ e−2
, έχουµε:

FY (y) = P (Y < y) = P (e−2X < y) = P (−2X < lny) = P (X >
−lny

2
) =

∫ ∞

−lny
2

1 dx =

∫ 2

−lny
2

1 dx = [x]
2
−lny

2
= 2+

lny

2
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Σχήµα 6: Μετασχηµατισµός Y = g(X).

γʹ. Για y > e−2
, έχουµε:

FY (y) = 1

΄Αρα, η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Y, FY (y), ϑα είναι τελικά:

FY (y) =


0, y < e−4

2 +
ln y

2
, e−4 ≤ y < e−2

1, y > e−2

Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της FY (y) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική παράσταση (περιορι-

σµένη στο διάστηµα [0, 0.5] που ϕαίνεται στο Σχήµα 7.

Σχήµα 7: Αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FY (y).

(γ) Με γνωστή την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τον εξής

τύπο:

fY (y) =
dFY (y)

dy

Με ϐάση την δοσµένη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, έχουµε:

fY (y) =


1

2y
, e−4 ≤ y < e−2

0, αλλιώς
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Σχεδιάζοντας κάθε κλάδο της fY (y) στα αντίστοιχα διαστήµατα, λαµβάνουµε την γραφική παράσταση (περιορι-

σµένη στο διάστηµα [0, 0.5]) που ϕαίνεται στο Σχήµα 8.

Σχήµα 8: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fY (y).

(δ) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, έχουµε:

P (Y ≤ e−3) = FY (e
−3) = 2 +

1

2
ln(e−3) = 2− 3

2
=

1

2
= 0.5

΄Ασκηση 6 (Θέµα 5 τελικής εξέτασης 2023)

(Κβάντιση) ΄Εστω X ∼ exp(λ) µία εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ. ΄Εστω Y = g(X) = ⌊X⌋ το

ακέραιο µέρος της X. ∆ηλαδή, αν k ≤ X < k + 1 τότε Y = k για k = 0, 1, 2, . . .

(αʹ) ∆ώστε τη γραφική παράσταση του κβαντιστή Y = g(X) = ⌊X⌋.

(ϐʹ) Υπολογίστε τη συνάρτηση πιθανότητας της Y . Αναγνωρίζετε την κατανοµή της τ.µ. Y ; Ποια είναι η µέση

τιµή, Ε[Y ], και η διασπορά, var(Y ), της Y ;

Λύση
(α) Η σχέση εισόδου-εξόδου του κβαντιστή Y = g(X) = ⌊X⌋ ϕαίνεται στο Σχήµα 9. Πρόκειται για µια κλιµακωτή

συνάρτηση, όπου για κάθε διάστηµα [k, k + 1) η τιµή της εξόδου παραµένει σταθερή και ίση µε k.

X

Y

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6
. . .

Σχήµα 9: Συνάρτηση κβάντισης Y = ⌊X⌋.

(ϐ) Προφανώς, η τ.µ. Y είναι διακριτή και παίρνει τιµές k ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }, δηλαδή όλους τους ϕυσικούς αριθ-

µούς. ∆ιακριτή τ.µ!!! Η συνάρτηση πιθανότητας της Y υπολογίζεται ως εξής :
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PY (k) = P (Y = k) = P (k ≤ X < k + 1) = FX(k + 1)− FX(k)

Γνωρίζουµε ότι X ∼ exp(λ), εποµένως η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) είναι fX(x) = λe−λx
για

x ≥ 0, και η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) είναι FX(x) = 1− e−λx
. Συνεπώς:

PY (k) =
(
1− e−λ(k+1)

)
−
(
1− e−λk

)
= e−λk − e−λ(k+1) = e−λk(1− e−λ)

΄Αρα, η συνάρτηση πιθανότητας είναι :

PY (k) = (1− e−λ)e−λk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Παρατηρούµε ότι η τ.µ. Y έχει συνάρτηση πιθανότητας της µορφής:

PY (k) = (1− p)pk, µε p = e−λ

Συνεπώς, αναγνωρίζουµε ότι η Y ακολουθεί Γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο p = e−λ
, δηλαδή Y ∼

Geo(e−λ).
Χρησιµοποιώντας τους τύπους για τη µέση τιµή και τη διασπορά της γεωµετρικής κατανοµής (για k = 0, 1, 2 . . . ),
έχουµε:

• Μέση Τιµή:

E[Y ] =
1

p
= eλ

• ∆ιασπορά:

var(Y ) =
1− p

p2
=

1− e−λ

e−2λ

΄Ασκηση 7

(αʹ) ∆ύο όργανα µετρούν την ίδια απόσταση L. Το σφάλµα µέτρησης του πρώτου οργάνου είναι τυχαία µετα-

ϐλητή E1 ∼ N(0, (0.006L)2), ενώ του δεύτερου είναι E2 ∼ N(0, (0.004L)2). Οι µετρήσεις είναι ανεξάρτητες

και κάθε όργανο µετράει Mi = L + Ei. Ορίζουµε ως µέσο των δύο µετρήσεων τη µεταβλητή M = M1+M2

2 .

Υπολογίστε την πιθανότητα P (|M − L| ≤ 0.5%L) και εκφράστε την ως τιµή της αθροιστικής συνάρτησης

της τυπικής κανονικής κατανοµής, Φ(u).

(ϐʹ) ΄Εστω X και Y ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d.) τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2
. Ο-

ϱίζουµε τις µεταβλητές Z = aX + bY και W = aX − bY , όπου a, b σταθερές. Υπολογίστε τον συντελεστή

συσχέτισης ρZ,W .

Λύση
(α) Το σφάλµα του µέσου όρου ορίζεται ως :

E = M − L =
E1 + E2

2

Επειδή οι E1, E2 είναι ανεξάρτητες κανονικές µεταβλητές µε µηδενική µέση τιµή, η E είναι επίσης κανονική µε

µέση τιµή 0 και διασπορά:

var(E) =
var(E1)

22
+

var(E2)

22
=

(0.006L)2 + (0.004L)2

4

Η τυπική απόκλιση της E είναι :

σE = L

√
0.0062 + 0.0042

4
≈ L · 0.003606

Θέλουµε να υπολογίσουµε την P (|E| ≤ 0.005L). Ορίζουµε :

u =
0.005L

σE
=

0.005

0.003606
≈ 1.38675

10



Συνεπώς, η πιθανότητα εκφράζεται ως :

P (|M − L| ≤ 0.005L) = Φ(u)− Φ(−u) = 2Φ(1.38675)− 1

(ϐ) Υπολογίζουµε αρχικά τις διασπορές των Z και W :

var(Z) = a2var(X) + b2var(Y ) = (a2 + b2)σ2

var(W ) = a2var(X) + (−b)2var(Y ) = (a2 + b2)σ2

Η συνδιασπορά υπολογίζεται ως εξής :

cov(Z,W ) = cov(aX + bY, aX − bY ) = a2var(X)− b2var(Y ) = (a2 − b2)σ2

(καθώς cov(X,Y ) = 0 λόγω ανεξαρτησίας). Ο συντελεστής συσχέτισης ρZ,W είναι :

ρZ,W =
cov(Z,W )√

var(Z)var(W )
=

(a2 − b2)σ2

(a2 + b2)σ2
=

a2 − b2

a2 + b2
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